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Neste trabalho de dissertação apresenta-se um estudo da intensidade estrutural, tendo 
sido estabelecida uma formulação consistente para a intensidade estrutural em vigas e placas 
em vibração estacionária harmónica. A formulação é estabelecida em termos dos campos de 
deslocamento e/ou velocidade e dos respectivos esforços internos dinâmicos. Através de 
modelos analíticos, modelos numéricos e modelos experimentais comprovou-se a 
aplicabilidade da formulação estabelecida na determinação do fluxo de potência e na 
localização das fontes e dissipadores de energia em regime estacionário harmónico. 
Para a resolução analítica do modelo, em casos particulares de condições de fronteira, 
adoptou-se a análise modal para exprimir os campos de resposta e dos esforços internos 
dinâmicos. Os resultados obtidos evidenciam a necessidade da inclusão de uma base modal de 
banda larga. 
Na resolução numérica do modelo estabelecido por recurso ao método dos elementos 
finitos adoptou-se um procedimento de determinação directa do campo de resposta a partir do 
modelo espacial, com base no qual se determinam os esforços internos ao nível dos 
elementos. O método revelou-se muito preciso na determinação da intensidade estrutural e do 
seu divergente. 
Quanto à determinação da intensidade estrutural por via experimental, foram utilizados 
dois algoritmos para derivação espacial dos campos de deslocamento e/ou velocidade 
medidos. Um dos algoritmos é baseado no ajustamento polinomial e o outro no método das 
diferenças finitas, ao qual se lhe associa uma pré-filtragem no domínio do número de onda. 
Os resultados obtidos em ensaios com vigas permitiram identificar a distribuição da 
intensidade estrutural e a localização da fonte e do dissipador de energia vibratória, tendo-se 
verificado uma boa concordância entre os resultados experimentais e os previstos 
analiticamente, quer ao nível da potência injectada no sistema e da respectiva distribuição do 
fluxo de potência, quer ao nível da localização da fonte e do dissipador de energia. Estes 
resultados revelam, igualmente, uma grande sensibilidade evidenciada pela intensidade 
estrutural com a fase da resposta. 
Em síntese, a realização deste trabalho demonstra o interesse da intensidade estrutural 
na caracterização da trajectória do fluxo de energia vibratória numa estrutura e na localização 
das fontes e dos dissipadores de energia através do seu divergente. 
  
Résumé 
Dans ce travail on présente une étude sur l’intensité structurelle. On établit une 
formulation consistente pour l’intensité structurelle dans les poutres et les plaques en 
vibration stationnaire harmonique. La formulation est basée sur le champ du déplacement ou 
de la vitesse et des respectifs efforts internes dynamiques. À l’aide des modèles analytiques, 
numériques et expérimentaux on prouve l’applicabilitée de la formulation établie dans la 
détermination du flux de puissance et dans la localization des sources et des dissipateurs de 
l’énergie vibratoire. 
Pour la résolution analytique du modèle, dans des cas particuliers de conditions aux 
frontières, les champs des déplacements et des efforts internes sont exprimés par 
superposition modale. Les résultats obtenus montrent qu’il est nécessaire d’inclure une base 
modale à large bande. 
Pour la résolution numérique basée sur la méthode des éléments finis, on a adopté une 
procédure de détermination directe de la réponse stationnaire à partir du modèle spatial. Pour 
la suite, avec la réponse on calcule les efforts internes au niveau des éléments finis et la 
distribution de l’intensité structurelle. La méthode a été validée par les solutions analytiques 
et s’est montrée très précise pour la détermination de l’intensité structurelle et de sa 
divergeance. 
Par rapport à la détermination de l’intensité structurelle par voie expérimentale on a 
utilisé deux algorithmes pour la dérivation spatiale du champ mésuré des déplacements ou des 
vitesses. L’un des algorithmes est basé dans an ajustement par des polynômes et l’autre dans 
la métode des différences finies avec un filtrage dans le domaine des nombres d’onde de 
l’information mésurée. Les résultats des essais avec des poutres ont permis la détermination 
de l’intensité structurelle et l’identification de la position de la source et du dissipateur de 
l’énergie vibratoire. En outre, ces résultats expérimentaux mettent en évidence les difficultés 
avec le procédé de dérivation spatiale et une grande sensibilité de l’intensité structurelle avec 
la phase mésurée pour la réponse. 
En résumé, avec les résultats de ce travail on démontre l’intérêt de l’intensité 
structurelle pour la caractérisation de la trajectoire du flux de l’énergie vibratoire dans une 
structure et pour la localization des sources et des dissipateurs de l’énergie. 
  
Abstract 
This dissertation work presents a structural intensity study and establishes a consistent 
formulation for the structural intensity in beams and plates under stationary harmonic 
vibration. The formulation is set in terms of displacement and/or velocity fields and respective 
internal dynamic stresses. The formulation applicability to power flow determination and to 
sources and sinkers location is further verified through analytical, numerical and experimental 
modeling in a stationary harmonic vibration. 
The modal analysis superposition has been adopted to express both displacement and 
velocity output fields, as well as dynamic internal stresses, in particular cases of boundary 
conditions, when solving the analytical model. The results obtained therein reveal the 
necessity to include a large bandwidth modal basis. 
For the numerical solution achieved by a finite element method analysis, a direct 
displacement and velocity output fields determination procedure is adopted starting with the 
spatial model, in order to determine internal stresses at the element level. The method has 
proved itself very precise in the determination of structural intensity and its divergence. 
Two algorithms were used to differentiate displacement and/or velocity fields obtained 
experimentally. Of these, one is based on a polynomial curve-fitting method and the other on 
the finite differences method with a pre-filter on the wave number domain. The obtained 
results with beams testing allowed the structural intensity identification as well as the 
vibrating energy source and sinker location. The agreement between experimental results and 
analytical forecasts was duly verified, both at the injected power level and respective power 
flow distribution, and the energy source and sinker location. These results reveal a great 
sensibility of the structural intensity with the measured phase. 
In summary, the work clearly demonstrates the interest in structural intensity studies on 
both the characterization of vibrating energy flow in structures and energy source and sinkers 
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1.1 Introdução 
O estudo do fluxo da energia vibratória teve início no final da década de sessenta com o 
aparecimento do trabalho publicado por Noiseux [1]. A formulação apresentada e designada 
de intensidade estrutural é originária da área da acústica, onde é utilizada para identificar as 
fontes e o fluxo de potência acústica. De forma análoga, o conceito de intensidade estrutural é 
aplicado às estruturas para identificar o percurso da potência vibratória entre as fontes e os 
dissipadores de energia. Além disto, através do cálculo do seu gradiente permite identificar a 
localização das fontes e dos dissipadores. É neste contexto que a intensidade estrutural pode 
desempenhar um papel primordial na análise dinâmica de estruturas, caracterizando o fluxo da 
energia e a sua trajectória e identificando as fontes e os dissipadores numa estrutura em 
vibração. O seu conhecimento reveste-se de grande importância, pois permite actuar de modo 
eficaz sobre a distribuição do fluxo de energia numa estrutura em vibração, quer alterando a 
sua trajectória ou através da sua dissipação por tratamentos superficiais passivos. Assim, por 
exemplo, podem desenvolver-se soluções de isolamento de vibrações por aplicação de 
dissipadores em regiões próximas das fontes de energia identificadas e de acordo com o 
trajecto da energia vibratória. 
Em consequência, vários trabalhos sobre este tema têm surgido na literatura 
[2, 3, 4 e 5]. O estudo da intensidade estrutural tem incidido, fundamentalmente, sobre a sua 
formulação em vigas e placas finas. No entanto, existem, também, trabalhos publicados sobre 
a flexão de tubos e cascas cilíndricas [3, 4, 14]. Contudo, a maioria destes trabalhos 
restringem-se à análise analítica e/ou numérica e à apresentação de metodologias de 
determinação experimental. Com efeito, são ainda poucos os resultados disponíveis obtidos 
por via experimental [7, 9]. 
1.2 Formulação geral da intensidade estrutural 
A intensidade estrutural, que é uma quantidade vectorial, representa o fluxo de potência 
vibratória por unidade de área que percorre uma estrutura em vibração por propagação de 
ondas elásticas de tensão. O vector da intensidade estrutural instantânea define-se como o 
produto entre o tensor das tensões e o vector velocidade. Assim, as componentes 
z,y,xk,ik =  são dadas pela expressão: 
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 )t(v)t()t(i lklk &σ−=  zy, x,kz;,y x,l  ==  [ ]2m/W  (1.1) 
onde klσ  designa a componente da tensão na direcção l para a propagação na direcção k e 
( )tvl&  designa a componente de velocidade na direcção l. O vector intensidade estrutural 







1I  zy, x,k =  (1.2) 
A intensidade estrutural média é uma quantidade vectorial independente do tempo. Em 
regime estacionário harmónico, cada componente z,y,xk,Ik =  da intensidade estrutural pode  
definir-se como a parte real do produto interno entre a respectiva componente complexa do 
tensor e o complexo conjugado do vector velocidade [2]: 
 
[ ]*lklk v~~Re21I &σ−=  zy, x,kz;,y x,l  ==  (1.3) 
em que kl~σ  representa a componente complexa do tensor e *lv~&  a componente do complexo 
conjugado do vector velocidade. 
Para a determinação da potência W fornecida à estrutura, foi proposta por J.C.Pascal 
[7] uma forma de cálculo através da integração da intensidade estrutural que atravessa um 
contorno fechado Ω  delimitando a fonte de energia, que é, também, igual ao integral de 






  (1.4) 
em que nr  é um vector unitário normal ao contorno. 
1.2.1 Intensidade estrutural em vigas e placas 
Nos trabalhos [2, 5, 8, 14], a formulação analítica da intensidade estrutural para vigas e 
placas tem por base a respectiva teoria de Euler-Bernoulli e Kirchhoff. No caso particular de 
estruturas de secção constante, a formulação da intensidade estrutural pode basear-se nos 
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esforços internos de flexão, torsão e corte. Este aspecto conduz a uma simplificação do 
formalismo. 
Na viga, os esforços internos são do tipo flexão e corte. A substituição das componentes 
do tensor das tensões pelos esforços internos conduz a uma expressão para a intensidade 
estrutural que se identifica com o fluxo de potência da secção transversal da viga. Desta 
forma, a intensidade estrutural ( )xIx  ou fluxo de potência define-se como sendo a 





































 [ ]W  (1.5) 
onde v~&  designa a velocidade transversal da secção da viga, E o módulo de elasticidade e I o 
momento de 2ª ordem da secção recta. 
Para as placas, a intensidade estrutural ou fluxo de potência é obtida pelo mesmo 
princípio, definindo-se como a componente real do produto entre o esforço interno e o 
conjugado da velocidade do movimento correspondente. Como a placa é uma estrutura 
bidimensional, as componentes da intensidade estrutural nas duas direcções ortogonais x e y 




















































































































 [ ]W  (1.7) 















 representa o operador nabla. 
Nas expressões acima, a intensidade estrutural é composta por três parcelas. A primeira 
corresponde ao contributo do esforço de corte, a segunda ao momento flector e a terceira ao 
momento torsor. As duas componentes ( )y,xIx  e ( )y,xIy  da intensidade estrutural podem 
escrever-se de uma forma mais concisa, agrupando-as numa única expressão por aplicação do 
operador nabla: 
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 ( ) ( ) ( ) ∇×∇×∇ν−−∇∇−∇∇= ∗v~v~21v~v~v~v~Re2Dy,xI *2*2 &&&   (1.8) 
A determinação da intensidade estrutural por via experimental com base nesta 
formulação rigorosa e abrangente conduz a algumas dificuldades, em particular no que diz 
respeito ao cálculo da terceira derivada espacial do deslocamento ou da velocidade 
correspondente ao esforço de corte. 
Na tentativa de solucionar esta dificuldade, foi proposta por X. Carniel e J.C.Pascal [9] 
uma simplificação à formulação anterior. Apesar desta nova formulação não ser 
representativa da intensidade estrutural em regiões próximas das fontes de energia e de 
dissipação e na presença de descontinuidades, permite, no entanto, obter uma boa 
aproximação para as restantes regiões afastadas. A formulação simplificada consiste na 
aplicação da relação v~kv~ 2f2 −=∇ , em que 
4 2
f D/mk ω=  é o número de onda à flexão da 
placa e m é a massa por unidade de área da placa. Com esta simplificação, a intensidade 
estrutural em campo livre de placas é dada pela seguinte expressão: 
 ( ) [ ]*v~v~ReDmy,xI &∇ω≈   (1.9) 
Esta expressão aproximada para a intensidade estrutural é idêntica à proposta por 
Noiseux [1] para as regiões onde o esforço de corte não é relevante. 
Na flexão de vigas e placas, a determinação da intensidade estrutural por via experimental 
é efectuada a partir da leitura do campo de deslocamento, de velocidade ou de aceleração 
normal à superfície. Através do cálculo das derivadas espaciais do campo de deslocamento 
obtêm-se os esforços internos. De acordo com as expressões 1.5 e 1.8, o campo de resposta 
medido e os esforços internos determinados por derivação espacial conduzem à determinação 
da intensidade estrutural ou fluxo de potência. 
A maior dificuldade desta metodologia está associada com a derivação espacial do 
campo de resposta medido. A presença de ruído nas medições é um aspecto que pode 
perturbar fortemente os resultados, sobretudo ao nível da derivação espacial para 
determinação dos esforços internos. As duas técnicas propostas na literatura para a derivação 
espacial têm sido o método das diferenças finitas e o método da derivada no domínio do 
número de onda (Transformada de Fourier espacial). 
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O método das diferenças finitas foi o primeiro método proposto no cálculo experimental 
da intensidade estrutural em vigas e placas, apresentado em 1970 por Noiseux [1]. Este é um 
método aproximado e baseado na medição discreta da resposta na superfície. Com esta 
técnica, no caso das vigas, a medição directa da intensidade estrutural num ponto requer a 
medição simultânea em cinco pontos adjacentes igualmente espaçados. No caso das placas, é 
necessária a medição numa grelha de treze pontos conforme se representa na Fig.1. 1 para a 
determinação da intensidade estrutural no ponto i. 
 
Fig.1. 1 - Representação das posições de colocação dos transdutores para o cálculo da intensidade 
estrutural em placas pelo método das diferenças finitas. 
Esta técnica é de difícil implementação devido ao elevado número de acelerómetros 
requeridos que, inclusivamente, até podem causar interferência na estrutura a analisar. Para 
contornar esta dificuldade, G.Pavić [5] apresenta uma reformulação desta técnica em que, 
basicamente, a medição nalguns pontos é substituída pelo valor médio da medição em pontos 
adjacentes. Com esta aproximação, a técnica proposta requer, no caso das vigas, de quatro 
pontos de medição e, no caso das placas são necessários oito. Os resultados apresentados 
revelam que a técnica é válida em campo livre, requerendo, no entanto, um reduzido 
espaçamento entre os transdutores.  
Na década de 80, com o aparecimento dos processadores vulgarizou-se a representação 
e a análise da vibração no domínio da frequência. Em consequência, G. Pavić 1980 [6] propõe 
uma técnica no domínio da frequência para a determinação da intensidade estrutural em vigas. 
A técnica assenta na densidade espectral cruzada da resposta de dois acelerómetros 
posicionados próximo um do outro, que permitem determinar a rotação fornecida pela 
primeira derivada. A segunda derivada para o momento flector é calculada pelo método da 
derivada no domínio do número de onda, a partir da primeira derivada. Porém, esta técnica 
apenas considera a flexão e só é válida em zonas afastadas da fonte e do dissipador de 
energia, isto é, em campo livre. A principal vantagem reside no facto desta técnica ser mais 
versátil. Para a determinação em campo próximo, G. Pavić 1980 [6] sugere a mesma técnica 




∆ x  
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No entanto, apesar destas melhorias introduzidas ao nível da redução do número de 
transdutores, o processo continua a ser bastante moroso e pode criar distorções na medição, 
especialmente em estruturas ligeiras ou de pequena dimensão. 
Mais tarde, com a aplicação de técnicas ópticas à medição de vibrações conseguiu-se 
ultrapassar estas dificuldades. Uma extensão das técnicas ópticas de medição pontual é a 
interferometria holográfica, considerada como técnica de campo de medição contínua por 
permitir, de modo simultâneo, realizar a medição numa superfície contínua. A holografia 
digital (ESPI) substitui o holograma por uma câmara CCD que permite quantificar, em cada instante 
e de forma global, o campo de deslocamentos numa superfície. A utilização desta técnica para a 
medição da velocidade e respectiva fase numa superfície é apresentada por J.C.Pascal em 
1990 [7] num estudo da intensidade estrutural em placas. Neste estudo, o autor faz uso de um 
laser pulsado para, através da interferência de duas exposições em dois instantes diferentes do 
mesmo ciclo, obter o campo de velocidade e a respectiva fase. O sistema de medição 
apresentado é algo complexo por exigir um sincronismo quase perfeito entre uma fonte laser 
de elevada potência e o movimento oscilatório da placa. Na Fig.1. 2 pode observar-se o 
diagrama onde estão indicados os instantes em que se efectuaram as medições para obtenção 








Fig.1. 2 - Diagrama para o cálculo da velocidade a partir de duas duplas exposições [7]. 
Para as derivadas espaciais, o autor utiliza a técnica da derivação no domínio do número 
de onda recorrendo à transformada de Fourier espacial. A partir do campo de velocidade 
medido e do processamento no domínio do número de onda, o autor obteve, para uma placa 
quadrada de alumínio, o campo da intensidade estrutural e o respectivo divergente conforme 
se representa na Fig.1. 3. 
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Fig.1. 3 – a) Intensidade estrutural (escala logarítmica); b) Divergente [7]. 
1.3 Cálculo da intensidade estrutural pelo método da sobreposição modal 
Em 1997, L.Gavric [9] apresenta uma metodologia de determinação da intensidade 
estrutural baseada na técnica da sobreposição modal como um bom compromisso entre uma 
formulação teórica rigorosa e um procedimento de medição simplificado. 
Esta metodologia permitiu ao autor obter a intensidade estrutural em duas placas de 
diferente espessura e coladas nas extremidades [9, 14]. No procedimento do cálculo, o autor 
sugere a introdução dos modos naturais mais relevantes para a resposta, sendo o contributo 
dos restantes modos de ordem mais elevada introduzido na forma de um termo designado de 
solução quase-estática. É de salientar, quanto à selecção do número de modos naturais, que a 
base modal considerada deve incluir a frequência de vibração. 
A expressão proposta por L.Gavric [9] para a intensidade estrutural definida pelos 
parâmetros modais toma a seguinte forma: 


































  (1.10) 
em que os vectores { }µνkI  e { }νkJ~  são determinados através do produto entre as formas 
naturais { }µlΦ  e o correspondente campo de tensões { }µklψ , 
 
{ } { }µνµν = lklΦψIk  { } { }νlklνk ΦS~J~ =   (1.11) 
onde { }klS~  representa o campo de tensões da solução quase-estática. 
Fonte 




Capítulo 1 – Introdução ao Estudo da Intensidade Estrutural 
Pág. 34  
Em síntese, a intensidade estrutural definida pelos parâmetros modais é determinada a 
partir das três seguintes quantidades: o vector intensidade intermodal { }µνkI  obtido através 
dos modos naturais { }νΦl  e das correspondentes tensões { }µψkl ; o produto entre os 
diferentes factores de amplificação 2/~~ *νµαα  e o termo que representa os modos de ordem 
mais elevada ( ){ }ννα k* J~2/ . 
1.4 Objectivos 
O objectivo fundamental deste trabalho consiste no estabelecimento de uma formulação 
consistente para a determinação da intensidade estrutural em vigas e placas em vibração 
estacionária harmónica por via analítica e/ou numérica e experimental. 
No contexto deste objectivo fundamental, pretende-se ainda realizar um trabalho de 
síntese de vários trabalhos publicados nesta área conducente a um aprofundamento da 
compreensão da fenomenologia da propagação da energia vibratória em estruturas do tipo 
viga e placa. Em particular, será colocada ênfase nos conceitos de intensidade estrutural activa 
e reactiva. 
Com base no formalismo estabelecido, será igualmente um objectivo deste trabalho o 
desenvolvimento de soluções analíticas para a intensidade estrutural e para o seu divergente 
para casos particulares de condições de fronteira em vigas e placas em regime estacionário 
harmónico. Os campos de resposta em termos de deslocamento e/ou velocidade e dos esforços 
internos são estabelecidos pelo método da sobreposição modal considerando um 
amortecimento interno distribuído e um amortecimento externo localizado. Estas soluções 
analíticas servirão de suporte à análise da influência de alguns parâmetros sobre a intensidade 
estrutural em regime estacionário harmónico. 
Na perspectiva de caracterizar a intensidade estrutural em estruturas do tipo viga de 
geometria descontínua ou em estruturas reticuladas, implementar-se-á uma metodologia 
numérica de determinação da intensidade estrutural e do seu divergente baseada na 
formulação estabelecida e no método dos elementos finitos. 
É também objectivo desta dissertação o desenvolvimento e implementação de uma 
metodologia de determinação da intensidade estrutural e do seu divergente em vigas em 
regime estacionário por via experimental. Neste contexto, desenvolver-se-á uma metodologia 
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baseada no método das diferenças finitas e no ajustamento polinomial para processamento e 
derivação espacial dos campos de velocidade e/ou aceleração medidos. A aplicação do 
método das diferenças finitas será precedida de uma filtragem no domínio do número de onda 
no sentido de eliminar o “ruído” presente nas medições. A validação da técnica será efectuada 
através da análise experimental de duas vigas com diferentes condições de fronteira. As fontes 
de injecção e de dissipação de energia são simuladas, respectivamente, por um excitador 
electro-magnético e por um amortecedor localizado. 
A implementação em computador das metodologias desenvolvidas realizar-se-á em 
ambiente MATLAB. 
1.5 Organização da dissertação 
Esta dissertação encontra-se estruturada em sete capítulos cujo conteúdo se sintetiza em 
seguida. 
Capítulo 1- No presente capítulo apresenta-se uma introdução ao tema da intensidade 
estrutural numa perspectiva global acompanhada de uma síntese bibliográfica. Os 
objectivos da dissertação são definidos e uma descrição sumária de cada capítulo 
é apresentada. 
Capítulo 2- Introdução de conceitos fundamentais à compreensão e estudo da intensidade 
estrutural. É apresentado um estudo sobre o sistema vibratório elementar e, 
recorrendo às analogias eléctricas, são definidos e discutidos os conceitos de 
potência activa, potência reactiva e factor de potência num sistema mecânico. 
Capítulo 3- Estabelecimento e estudo da resposta estacionária para a vibração transversal de 
vigas e placas em termos dos campos de deslocamento, velocidade e aceleração e 
dos esforços internos. O amortecimento interno distribuído e o amortecimento 
externo localizado são considerados. As condições de solicitação dinâmica são 
semelhantes àquelas que serão observadas na posterior implementação 
experimental. 
Capítulo 4- Neste capítulo é efectuado um estudo aprofundado sobre a formulação e aspectos 
do cálculo da intensidade estrutural em vigas e placas com amortecimento interno 
e externo localizado. O cálculo da intensidade estrutural e do seu divergente é 
concretizado para as vigas e para a placa em estudo com base na resposta 
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estacionária estabelecida no capítulo 3. Neste âmbito, procede-se igualmente à 
análise da influência de vários parâmetros intervenientes na intensidade estrutural. 
Capítulo 5- Implementação de uma metodologia de cálculo da intensidade estrutural em vigas 
pelo método dos elementos finitos. A formulação clássica do elemento finito de 
viga é apresentada. Com base na resposta em frequência obtida de forma directa a 
partir do modelo espacial, é desenvolvido um algoritmo de determinação dos 
esforços internos nos elementos e da intensidade estrutural e do seu divergente. 
Como aplicação e validação da metodologia é apresentado o estudo da viga 
simplesmente apoiada e da viga bi-encastrada. 
Capítulo 6- Neste capítulo descreve-se o procedimento de determinação da intensidade 
estrutural por via experimental e apresentam-se os resultados obtidos para vigas. 
São desenvolvidos dois algoritmos distintos para processamento e derivação 
espacial dos campos de deslocamento e/ou velocidade medidos. Um dos 
algoritmos é baseado no ajustamento polinomial e o outro no método das 
diferenças finitas, ao qual se lhe associa uma pré-filtragem no domínio do número 
de onda. As montagens experimentais são apresentadas e as vigas utilizadas no 
estudo são caracterizadas por análise modal experimental. Os resultados da análise 
experimental, constituídos pela resposta em termos de velocidade ou aceleração 
para diferentes condições de ensaio são apresentados e discutidos. Com base 
nestes resultados, é determinada a distribuição da intensidade estrutural e do seu 
divergente. Um estudo comparativo e uma discussão dos resultados encerra o 
capítulo. 
Capítulo 7- São apresentadas as conclusões gerais deste trabalho de dissertação, na sequência 
das quais são propostas linhas de desenvolvimento e de investigação futura. 
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2.1 Introdução 
Neste capítulo são introduzidos alguns conceitos fundamentais para o estudo e 
compreensão do fluxo de potência num sistema vibratório e com base no sistema vibratório 
elementar. 
O estudo assenta na análise da resposta estacionária num sistema vibratório elementar, a 
partir da qual são introduzidos os conceitos de potência activa, potência reactiva e factor de 
potência. Para melhor compreender o significado físico destes conceitos, e por este ser um 
assunto amplamente estudado nos sistemas eléctricos, será retomado o estudo das analogias 
eléctricas entre o sistema mecânico e o sistema eléctrico.  
2.1.1 Sistema com um grau de liberdade 
O sistema vibratório elementar é constituído por três elementos discretos: uma massa, 
uma mola e um amortecedor. A massa e a mola formam o sistema conservativo de energia, 
enquanto que o amortecedor constitui o elemento dissipativo de energia.  
A massa, elemento de inércia, tem a capacidade de armazenar e restituir energia sob a 
forma de energia cinética. A mola, através do seu alongamento, armazena e restitui energia 
sob a forma de energia potencial elástica. O amortecedor, de tipo viscoso produz uma força 
que é proporcional à velocidade do movimento. O trabalho dessa força é equivalente à energia 
dissipada no sistema. 
O sistema mecânico representado na Fig. 2. 1 é constituído pelos elementos: massa de 
quantidade m, mola de rigidez k e o amortecedor viscoso com um coeficiente de 
amortecimento viscoso c. Este sistema está submetido a uma solicitação exterior variável no 
tempo f(t). 
Fig. 2. 1 - Sistema mecânico. 





Capítulo 2 – Estudo da Potência no Sistema Vibratório Elementar 
Pág. 40 
 0f(t)FFF kcm =+++  (2.1) 
em que as forças nos diferentes elementos são definidas pelas seguintes expressões: 
 )t(xmFm &&−=  
 )t(xcFc &−=  (2.2) 
 )t(kxFk −=  
Após a substituição na equação 2.1 obtemos a equação diferencial de movimento, 












2.1.2 Resposta a uma solicitação harmónica 
Considere-se a solicitação ( ) ( )tcosFtf ω= , em que F representa a amplitude de excitação 
e ω a frequência de excitação. Para este caso, a resposta permanente ou estacionária vem 
definida na forma de uma função harmónica com a mesma frequência da excitação, mas está 
desfasada no tempo de um ângulo ϕ,  
 )tcos(X)t(x ϕ−ω=  (2.4) 
em que X  representa a amplitude de deslocamento e ϕ é o ângulo de fase formado entre o 
vector deslocamento e o vector força. O conjunto ϕ−∠X  forma o fasor de deslocamento 










Fig. 2. 2 - Representação no plano complexo dos fasores da força, deslocamento, velocidade e 
aceleração. 
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No presente caso, o vector deslocamento está em atraso em relação ao vector força, 
enquanto que os vectores velocidade e aceleração estão, respectivamente, em quadratura de 























Resolvendo a expressão acima obtém-se a amplitude X da resposta estacionária do 
sistema e o respectivo ângulo de fase: 




















arctg 2  (2.9) 
A seguir introduzimos dois novos parâmetros, frequência natural de vibração nω  e 










==ξ  (2.10) 
Depois de substituir estes parâmetros na amplitude da resposta estacionária, a expressão 
da resposta estacionário no tempo é dada por: 
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em que β representa a razão de frequência definida por 
nω
ω
 e ϕ  o ângulo de fase entre a 
força de excitação e a resposta em deslocamento. 
2.1.2.1 Amplitude e fase da resposta estacionária 
A amplitude e a fase da resposta estacionária são características importantes para a 


















arctg),(  (2.13) 
O factor de amplificação dinâmica µ é um parâmetro que relaciona a amplitude de 
deslocamento da resposta estacionária ),(X ξβ  com o deslocamento provocado por uma 





=µ  (2.14) 
O factor de amplificação dinâmica permite caracterizar a amplitude da resposta 
dinâmica, independentemente da força de excitação, em função da frequência de excitação e 
da razão de amortecimento. Na Fig. 2. 3 está representada a variação do factor de 
amplificação dinâmica em função da razão de frequências e da razão de amortecimento. 


















Fig. 2. 3 – Factor de amplificação dinâmica em função da razão de frequências. 
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O valor máximo do factor de amplificação dinâmica verifica-se em 221 ξ−=β  para 
valores da razão de amortecimento inferior a 
2
2
, caso contrário, o máximo ocorre para a 
razão de frequência 0=β .  
Relativamente ao ângulo de fase, este apresenta valores que oscilam entre 0 e pi. Nesta 
gama de valores podemos assinalar duas regiões relevantes. Na primeira região, a frequência 
de excitação é inferior à frequência natural de vibração. O ângulo da resposta em 
deslocamento encontra-se entre 0 e 2pi  em relação à força de excitação. Quando a frequência 
de excitação é nula, solicitação estática, a resposta e a solicitação estão em fase. Na segunda 
região, a frequência de excitação é superior à frequência natural de vibração. O ângulo da 
resposta em deslocamento relativamente à excitação varia entre 2pi  e pi. Quando a frequência 
de excitação tende para infinito, o ângulo de fase converge para o valor de pi.  
No caso particular em que frequência de excitação é idêntica à frequência natural de 
vibração não amortecida, a resposta em deslocamento é independente da razão de 
amortecimento e a fase está em quadratura de avanço em relação à excitação do sistema.  
Na Fig. 2. 4 está ilustrada a variação do ângulo de fase em função da razão de 
frequência para diferentes valores da razão de amortecimento. 


















Fig. 2. 4 – Variação da fase da resposta estacionária em função da razão de frequências. 
2.1.3 Potência no sistema mecânico 
Após caracterizar o comportamento dinâmico do sistema mecânico, o estudo prossegue 
com um assunto de maior interesse no âmbito do tema tratado neste trabalho. São os casos da 
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potência e da energia no sistema mecânico, em particular a potência activa, a potência 
reactiva e o factor de potência. Por definição, a potência instantânea no sistema mecânico é 
obtida pelo produto escalar entre a força e a velocidade da resposta do sistema. 
 )t(x.)t(f)t(p &−=  (2.15) 
O valor médio da potência instantânea, conhecida por potência média, é uma função 
independente do tempo. Esta resulta da integração no tempo da potência instantânea, ao longo 















1P  (2.16) 
Utilizando a notação complexa, a potência média é igual ao produto dos valores eficazes 
do fasor da força e o conjugado do fasor da velocidade. 












FP  (2.17) 
O desenvolvimento da expressão anterior permite chegar à seguinte definição de 







−ϕω=ω  (2.18) 
Poucos são os autores que definem o significado físico de cada uma das parcelas da 
expressão acima definida. Porém, aqueles que o fazem, atribuem uma maior relevância à 
componente real. Existem outros que tratam o assunto sob o ponto de vista puramente 
matemático, sem se preocuparem em explicar devidamente o seu significado físico [8,11]. 
Com o objectivo de clarificar este ponto, apresenta-se a seguir um estudo onde se procura dar 
resposta ao significado físico das componentes real e imaginária da potência média. 
Pelo grau de complexidade que envolve este assunto, é apresentada uma abordagem 
diferente, recorrendo às analogias entre os sistemas eléctricos e os sistemas mecânicos, por ser 
este um conceito claramente definido nos sistemas eléctricos.  
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2.1.3.1 Analogias eléctricas 
Apresenta-se inicialmente o estudo do circuito eléctrico elementar. Da análise do seu 
funcionamento por equações de equilíbrio de potencial eléctrico far-se-á uma analogia para 
sistemas mecânicos.  
Esta analogia era utilizada para o estudo dos sistemas vibratórios mecânicos quando as 
medições eram uma tarefa impraticável por falta de equipamento. Os sistemas mecânicos em 
análise eram substituídos por circuitos eléctricos equivalentes, dos quais era fácil obter a 
resposta ao estudo do seu comportamento. Porém, com o aparecimento de novos 
equipamentos de medição este procedimento foi posto de parte.  
À semelhança de um sistema vibratório mecânico elementar, um sistema eléctrico 
deverá ser constituído por três elementos distintos: uma resistência, um condensador e uma 
bobina de auto-indução. A relação entre os elementos dos dois sistemas assenta no 
comportamento de cada um dos elementos. Há duas formas distintas de realizar esta analogia: 
Força-Tensão Eléctrica ou Força-Corrente Eléctrica. Ambas as analogias assumem relações 
distintas, tendo em comum a relação amortecedor-resistência, por serem os únicos elementos 
de ambos os sistemas capazes de dissipar energia. As relações correspondentes podem ser 
analisadas em maior detalhe na tabela 2.1. 
Tabela 2.1 - Analogias entre o sistema mecânico e o sistema eléctrico[17]. 
 
Sistema Mecânico Sistema Eléctrico 
Força ≡ Tensão Eléctrica 
Velocidade ≡ Corrente Eléctrica 
Força ≡ Corrente Eléctrica 








A partir da analogia Força ≡ Tensão Eléctrica, apresentam-se na Fig. 2. 5 os esquemas 





























Fig. 2. 5 - Representação dos esquemas equivalentes entre o sistema vibratório mecânico e o 
sistema eléctrico. 
A equação de funcionamento do circuito eléctrico é obtida por aplicação da lei de 
Kirchhoff para a tensão eléctrica. Esta diz que o somatório de todos os potenciais eléctricos ao 
longo de uma malha fechada deve ser nulo. Assim, conhecidas as equações que traduzem a 
queda de potencial eléctrico em cada elemento, 
 RiU sistênciaRe = (t) 
 
dt
)t(diLUBobina =  (2.19) 
 ∫= dt)t(icap
1U rCondensado   
a equação diferencial que rege o funcionamento do circuito eléctrico, em que a tensão 





)t(diL ω=++ ∫  (2.20) 
A equação da corrente eléctrica é do mesmo tipo que a da tensão eléctrica aplicada. 
Porém, surge desfasada no tempo de um ângulo γ, )tcos(I)t(i γ−ω= . Como resultado da 
relação de integração e derivada no tempo de uma função harmónica, obtém-se a equação 
















arctg 2 . 
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Esta equação para corrente eléctrica é análoga àquela definida para o sistema mecânico. 
Através das analogias Rcecap1k,Lm,UF ≡≡≡≡  verifica-se que a expressão anterior é 
equivalente à equação da resposta em velocidade do sistema mecânico definida em 2.5. 












=&  (2.22) 
O denominador da equação 2.21 é conhecido como impedância do circuito eléctrico e é 
constituída por três componentes, respectivamente, a reactância indutiva, a resistência e a 
reactância capacitiva, definidas da seguinte forma: 
 LZindutiva ω=  






Na Fig. 2.6 estão representadas no plano complexo as impedâncias do circuito eléctrico, 
assim como a tensão e a corrente eléctrica que estão desfasas do ângulo −pi
2
ϕ. 
Fig. 2. 6 - Representação no plano complexo das impedâncias para um circuito eléctrico. 
Procedendo à análise das impedâncias no plano complexo, pode dizer-se que a 
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quadratura de avanço e a reactância capacitiva está em quadratura de atraso. A partir das 
analogias atrás definidas é efectuada uma representação análoga para o sistema mecânico. De 


























O sistema mecânico, à semelhança do sistema eléctrico, será analisado do ponto de vista 
das impedâncias de massa, rigidez e amortecimento. Estas estão representadas no plano 
complexo na Fig. 2. 7. Tomando como referência a força de excitação, verifica-se que, a 
impedância de amortecimento está em fase, enquanto que a impedância de massa está em 
quadratura de avanço e a impedância de rigidez em quadratura de atraso.  
Fig. 2. 7 - Representação no plano complexo das impedâncias para o sistema mecânico. 
A amplitude máxima do deslocamento ocorre para a situação em que a impedância é 
mínima. Esta verifica-se para uma frequência de excitação em que a impedância de massa se 
anula com a impedância de rigidez. A impedância do sistema fica reduzida à impedância de 
amortecimento. Este é um caso particular de funcionamento do sistema mecânico, onde os 
vectores força e velocidade estão em fase. De acordo com esta igualdade entre impedâncias, a 






=ω  (2.25) 
A potência produzida num sistema eléctrico é determinada a partir da definição de 
potência média, a qual resulta do produto entre o valor eficaz da tensão e da corrente eléctrica. 
O desenvolvimento deste produto, a partir da lei de Ohm, permite expressar a potência em 
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eficazeficazeficaz ===  (2.26) 
A partir da representação anterior das impedâncias eléctricas no plano complexo, 
obtém-se uma representação equivalente para a potência total, activa e reactiva. 
Fig. 2. 8 - Representação no plano complexo das potências activa, reactiva e total num sistema 
eléctrico. 
A potência activa, componente real da potência, corresponde à potência dissipada na 
resistência, enquanto que a potência reactiva, componente imaginária da potência, resulta do 
desequilíbrio entre a reactância indutiva e a reactância capacitiva. Apesar de não ser 
consumida pelo circuito, a potência reactiva é essencial para o funcionamento do sistema. Na 
avaliação da eficiência do circuito é utilizado o factor de potência, definido como o coseno do 
ângulo entre a potência activa e a potência total, Fig. 2. 8. Este toma valores entre 0 e 1, sendo 















==φ=  (2.27) 
Com base nas analogias definidas, vamos agora transferir este estudo para o sistema 






































































































Fig. 2. 9 - Representação no plano complexo da potência total, activa e reactiva do sistema 
mecânico. 
A potência total é a soma vectorial da potência activa e da potência reactiva, a qual 





XFjPPP RAT ϕω−ϕω=+=  (2.28) 
Admitindo que tudo o que foi referido para o sistema eléctrico também é válido para o 
sistema mecânico, conclui-se, portanto, que a potência reactiva é utilizada para a manutenção 
do sistema em vibração à frequência ω.  
Introduzindo o valor da amplitude X de deslocamento, a potência activa e reactiva 
















activaRe  (2.30) 
Na Fig. 2. 10 está representada a variação da potência activa e reactiva em função da 
razão de frequências. 
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Potência Activa  
Potência Reactiva
 
Fig. 2. 10 - Variação da potência activa e reactiva em função da razão de frequência. 
Para frequências de excitação superiores à frequência natural de vibração, a impedância 
de massa é superior à impedância de rigidez e a potência reactiva é positiva. No caso da 
frequência de excitação ser inferior à frequência natural de vibração, a impedância de rigidez 
é superior à impedância de massa e a potência reactiva é negativa. No caso particular da 
frequência de excitação coincidir com a frequência natural de vibração, a potência reactiva é 
nula e a potência activa é máxima. 
 0Pkm Rn >⇒
ω
>ω⇒ω>ω  (2.31) 
 0Pkm Rn <⇒
ω
<ω⇒ω<ω  (2.32) 
 0Pkm Rn =⇒
ω
=ω⇒ω=ω  e AP  é máxima (2.33) 
À semelhança do sistema eléctrico, a potência reactiva surge pelo facto de existir um 
desequilíbrio entre a potência armazenada na massa e a potência armazenada na mola. Para 
perceber melhor estes conceitos, vamos analisar o que acontece à transferência de energia 
durante o ciclo de vibração. 
Durante o ciclo de vibração processa-se a conversão da energia cinética em potencial 
elástica e vice-versa. No entanto, a capacidade de armazenamento de energia na massa sob a 
forma de energia cinética e na mola sob a forma de energia potencial elástica varia com a 
frequência, como podemos constatar pela definição de impedância de massa e de rigidez. 
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Para frequências superiores à frequência natural de vibração, a impedância de massa é 
superior à impedância de rigidez, o que significa que a energia cinética é superior à energia 
potencial elástica. Daqui resulta que, durante um período do ciclo de vibração, só uma parte 
da energia cinética é convertida em energia potencial elástica. Como não existe forma de 
armazenar o excedente da energia cinética, esta é “reenviada” para a fonte de energia. Durante 
o mesmo ciclo ocorre o processo inverso, mas, neste caso, não existe energia potencial 
elástica suficiente para restituir a energia cinética, pelo que é necessário fornecê-la a partir da 
fonte.  
Esta conversão ocorre duas vezes no mesmo ciclo de vibração e a energia reactiva 
anula-se sempre que as trocas de energia completam um ciclo. É por esta razão que a energia 
reactiva ao fim de cada ciclo de vibração é nula e não é dissipada no sistema. 
O mesmo se passa para as frequências de excitação inferiores à frequência natural. Mas, 
para este caso, é a energia potencial elástica que é superior à energia cinética. 
No caso particular de não haver trocas de energia com o exterior, o sistema tenderia a 
abrandar ou acelerar consoante os casos, até atingir uma posição de equilíbrio energético. Este 
ocorre quando a energia cinética armazenada na massa é idêntica à energia potencial elástica 
da mola. Esta é a razão pela qual o sistema tende sempre para a frequência natural de vibração 
em regime livre.  
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3.1 Introdução 
A intensidade estrutural permite caracterizar o fluxo de potência em estruturas em 
regime estacionário. No âmbito deste capítulo é apresentado o estudo da resposta estacionária 
de vigas e de placas finas tendo por base, respectivamente, a teoria de Euler-Bernoulli e de 
Kirchhoff. A resposta dinâmica será estabelecida com base no método da sobreposição modal. 
Neste estudo são abordadas duas configurações particulares de viga, a viga simplesmente 
apoiada e a viga bi-encastrada, análogas àquelas que vão ser analisadas por via experimental. 
A análise contempla, igualmente, o cálculo dos esforços estruturais necessários para a 
determinação do fluxo de potência. Este estudo terá continuidade nos capítulos seguintes com 
o cálculo da intensidade estrutural por via analítica, numérica e experimental. 
3.2 Vibração lateral de vigas 
No estudo da vibração lateral das vigas começa-se por analisar a situação genérica de 
uma viga em flexão submetida a uma solicitação exterior f(x,t), designando v(x,t) o 







Fig.3. 1 – Representação do caso genérico da viga. 
A equação de movimento é obtida pelo equilíbrio de esforços na sua secção transversal. 
Para isso considere-se um elemento infinitesimal de viga de dimensão dx, em que ρ é massa 
específica e A(x) é a área da sua secção transversal.  





O O’ M(x,t) 
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Fig.3. 2 – Representação dos esforços num elemento infinitesimal de viga. 
Com base na teoria de Euler-Bernoulli das vigas e após realizado o equilíbrio de 


































 l≤≤ x0   (3.1) 
onde E representa o módulo de elasticidade, ρ é a massa específica e I(x) é o momento de 2ª 
ordem à flexão da secção recta da viga. 
Numa viga de secção uniforme, A(x)=A e I(x)=I, a equação diferencial de movimento 














 l≤≤ x0   (3.2) 
A equação anterior refere-se ao comportamento dinâmico de uma viga em regime 
forçado, o qual será tratado mais adiante no âmbito deste capítulo. De imediato, vamos 
analisar o caso do regime livre que corresponde a ausência de excitação exterior.  
3.2.1 Resposta da viga em regime livre 
A vibração em regime livre é caracterizada f(x,t)=0. A equação diferencial de 














 l≤≤ x0  (3.3) 
Admitindo um movimento síncrono para a viga, a solução da equação 3.3 pode 
exprimir-se sob a forma de um produto de duas funções independentes no espaço e no tempo: 
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 )t(g)x()t,x(v φ=   (3.4) 
onde φ(x) representa a configuração genérica da viga só dependente da variável espacial x, e 
g(t) indica o tipo de movimento que a configuração genérica realiza no tempo. Introduzindo 
esta solução na equação diferencial 3.3 e separando variáveis, esta desdobra-se nas duas 












=ω+  t∀  (3.6) 
onde 
 EIA 24 ωρ=β   (3.7) 
A solução geral da equação diferencial homogénea 3.6 pode escrever-se na forma: 
 ( ) tsinBtcosBtg 21 ω+ω=   (3.8) 
sendo as constantes 21 BeB  determinadas a partir das condições iniciais de deslocamento e de 
velocidade. 
Para a solução da equação 3.5 pode assumir-se: 
 ( ) sxCex =φ   (3.9) 
onde C e s são constantes. Substituindo esta solução na equação 3.5 deriva-se a equação 
auxiliar: 
 0s 44 =β−   (3.10) 
cujas raízes 4,,1i,si K= , valem: 
 β±=2,1s  β±= js 4,3  (3.11) 
Assim, a solução da equação 3.5 é dada pela expressão: 
 ( ) xj4xj3x2x1 eCeCeCeCx β−β+β−β +++=φ   (3.12) 
Após manipulação algébrica, a solução 3.12 pode ainda escrever-se na forma: 
 ( ) xsinAxcosAxsinhAxcoshAx 4321 β+β+β+β=φ   (3.13) 
Capítulo 3 – Estudo da Resposta Dinâmica em Sistemas Contínuos 
Pág. 58 
sendo as constantes 4321 AeA,A,A  determinadas a partir das condições de fronteira. A 
introdução das condições de fronteira para determinação das constantes conduz a um 
problema homogéneo ao qual está associada uma equação característica cujas raízes 







β=ω  ∞= ,,2,1n K  (3.14) 
A cada raiz ∞=β ,,2,1n,n K , que corresponde a uma frequência natural de vibração, está 
associada uma solução ( ) ∞=φ ,,2,1n,xn K  que se designa por forma natural de vibração. 
De seguida vai proceder-se à análise de dois casos em concreto, a viga simplesmente 
apoiada e a viga bi-encastrada, pois são estas as duas configurações de viga adoptadas na 
realização da análise experimental. 
3.2.1.1 Viga simplesmente apoiada em regime livre não amortecido 
Considere-se a viga em aço-inox AISI 304, na condição de simplesmente apoiada, que 









Fig.3. 3 - Representação da viga simplesmente apoiada. 
As características geométricas e de material são as seguintes: 
 l= 1.16 m  b = 3x10-2 m h = 5x10-3 m A= b x h= 15x10-5 m2 
 E = 2x1011 Pa ρ = 7900 kg/m3 412
3
z m10x5.31212
hxbI −==  
Conforme exposto na secção anterior, as frequências e as formas naturais de vibração da 
viga são obtidas pela resolução de um sistema de quatro equações homogéneas, 
correspondentes às quatro condições de fronteira: 






















A resolução do sistema de equações conduz à equação característica do problema que 
toma a forma : 
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 0sin =βl   (3.17) 




=β nn  ∞= ,,2,1n K  (3.18) 












 ∞= ,,2,1n K  (3.19) 
Para as diferentes raízes da equação característica, a resolução do sistema de equações 
homogéneas conduz à seguinte solução para as constantes: 
 0A n4 ≠  e  0AAA n3n2n1 ===  ∞= ,,2,1n K  (3.20) 







=φ   (3.21) 
As funções características das formas naturais de vibração possuem propriedades de 
ortogonalidade em relação à rigidez e à massa [15]. Normalizando as formas naturais de 
vibração para massas modais unitárias determina-se o valor da constante n4A , e as formas 









=φ  ∞= ,,2,1n K  (3.22) 
Na sequência desta resolução apresenta-se em seguida o cálculo das primeiras quatro 
frequências e formas naturais de vibração para a viga simplesmente apoiada em estudo. Os 
valores calculados para as frequências naturais estão apresentados na tabela 3.1. 
Tabela 3.1 – Frequências naturais da viga simplesmente apoiada. 
 1ω  2ω  3ω  4ω  
[rad/s] 53.27 213.07 479.4 852.3 
[Hz] 8.5 33.9 76.3 135.6 
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As respectivas formas naturais de vibração encontram-se representadas na Fig.3. 4. 








































Fig.3. 4 - Representação das primeiras formas naturais da viga simplesmente apoiada. 
A primeira forma natural de vibração, forma fundamental, é uma função seno de 
período l2 , cuja amplitude máxima ocorre a meio vão para x=0.58 m. Para esta forma 
natural, o movimento lateral de todas as secções rectas da viga é efectuado em fase. 
A segunda forma natural de vibração tem período l . Esta apresenta um ponto 
estacionário ou nodo a meio vão da viga que funciona de charneira ao movimento oscilatório 


































Assim, para a terceira forma natural, a viga apresenta três tramos com movimento oscilatório, 
estando os dois tramos extremos em fase entre si e em oposição com o terceiro tramo 
intermédio. 
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Para a quarta forma natural, que é uma onda seno de período igual a
2
l
, os nodos 


































3.2.1.2 Viga bi-encastrada em regime livre não amortecido 










Fig.3. 5 - Esquema da viga bi-encastrada. 
O cálculo das frequências e respectivas formas naturais na viga bi-encastrada seguem 
um procedimento análogo ao anterior, efectuadas as devidas adaptações às condições de 
fronteira que, no presente caso, correspondem a duas condições de deslocamento nulo e duas 
condições de rotação nula nas extremidades. 


















Com a introdução das condições de fronteira na solução 3.13, obtém-se para a viga 
bi-encastrada a equação característica: 
 1)cosh()cos( nn =ββ ll   (3.25) 
As primeiras cinco raízes da equação característica 3.25 podem ser obtidas por via 









n , onde n representa a 
ordem da raiz. Para uma ordem 5n >  as raízes seguem uma progressão aritmética de valor pi. 
As raízes da equação característica estão apresentadas na tabela 3.2. 
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Tabela 3.2- Soluções da equação característica para a viga bi-encastrada. 
l1β  l2β  l3β  l4β  l5β  lnβ    5n >  











Através da relação 3.14 obtêm-se as frequências naturais de vibração da viga 
bi-encastrada apresentadas na tabela 3.3. 
Tabela 3.3 – Valores das frequências naturais de vibração para a viga bi-encastrada. 
 
ω1 ω2 ω3 ω4 ω5 ωn   n>5 


























Em relação à viga simplesmente apoiada, verifica-se que as frequências naturais de 
vibração são superiores, devido ao facto dos encastramentos introduzirem maior rigidez à 
estrutura, o que produz um aumento das frequências naturais. 
As formas naturais, que correspondem às soluções do sistema de equações homogéneas 
para cada uma das frequências naturais são dadas pela expressão: 
 [ ])xcosx(coshxsinhxsinA)x( nnnnnn β−βα−β−β=φ   (3.26) 











=α   (3.27) 
Normalizando as formas naturais de vibração para massas modais unitárias, 
determina-se a constante nA  cujos valores são apresentados na tabela 3.4: 
Tabela 3.4- Constante de normalização das formas naturais para massa modal unitária. 
A1 A2 A3 A4 A5 
0.83800 0.85359 0.85289 0.85293 0.85293 
An   n>5 











1n −≅α  
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As primeiras quatro formas naturais de vibração estão representadas na Fig.3. 6. Neste 
caso, verifica-se que as formas naturais deixaram de ser definidas por uma função seno, como 
na viga simplesmente apoiada, passando a ser definidas por uma combinação algébrica de 
funções trigonométricas.  









































Fig.3. 6 – Representação das primeiras formas naturais da viga bi-encastrada. 
A primeira forma natural de vibração tem uma amplitude máxima situada a meio vão e 
possui rotação nula nas extremidades. 
A segunda forma natural apresenta um nodo de vibração a meio da viga que serve de 
charneira à vibração alternada dos dois tramos. A posição das amplitudes máximas é obtida a 
















Da resolução da expressão anterior obtêm-se então as posições das secções a que se 
verificam as amplitudes máximas, e que são: 
 x = l29042.0    e   x = l70958.0   (3.29) 
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A terceira forma natural apresenta duas secções nodais e três secções onde a amplitude é 
máxima. A posição das secções nodais determina-se a partir dos zeros da forma natural de 
vibração: 





















  (3.30) 
A resolução desta equação permite obter a localização dos dois seguintes nodos: 
 x = l35839.0    e   x = l64280.0   (3.31) 
As abcissas das secções de amplitude máxima são obtidas por um processo análogo 
àquele que foi usado atrás, isto é, a partir dos zeros da função de rotação associada a este 



























  (3.32) 
A resolução numérica da equação acima conduz aos seguintes valores: 
 x = l20773.0 , x = l5.0  e x = l79227.0   (3.33) 
Na Fig.3. 6 pode observar-se a terceira forma natural onde a viga apresenta os dois 
tramos extremos que estão em fase entre si e em oposição de fase com o terceiro tramo 
intermédio. 
A quarta forma natural de vibração apresenta três secções estacionárias cujas abcissas 
são definidas pelos zeros da seguinte expressão: 






















cujas raízes valem, 
 l27871.0x = , l5.0x =  e l72129.0x =   (3.35) 
Em consequência, a viga apresenta quatro secções de amplitude máxima cujas posições 
são obtidas a partir dos zeros da derivada da função característica da forma natural e que 



























assumindo as respectivas raízes os seguintes valores, 
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 l16155.0x = , l38914.0x = , l61086.0x =  e l83819.0x =   (3.37) 
3.2.2 Estudo da viga em regime forçado 
Retomando a equação diferencial 3.2 do movimento da viga em regime forçado, 
apresenta-se agora o estudo para o regime forçado harmónico. Admitindo uma solicitação 
harmónica, a função excitação pode escrever-se na forma do produto de duas funções de 
variáveis independentes x e t, ( ) ( ) ( )tgxpt,xf = . A equação diferencial do movimento 
escreve-se então: 













 0 ≤ x ≤ l  (3.38) 
onde ( )xp  corresponde à amplitude da força aplicada na viga e ( )tg  é a lei de variação no 
tempo, que neste caso é do tipo harmónico. 
A resposta do sistema pode ser obtida por análise modal. O método baseia-se no 
teorema de expansão, sendo a resposta expressa como uma sobreposição das diferentes 
funções características das formas naturais de vibração do sistema multiplicadas pelas 
correspondentes coordenadas naturais em função do tempo. Assim, o campo de 






nn )t()x()t,x(v   (3.39) 
em que )x(nφ  representa as funções características das formas naturais de vibração e )t(nη  a 
correspondente solução no tempo em coordenadas naturais. 
Introduzindo a solução ( )t,xv  expressa na forma 3.39 na equação diferencial 3.38 e 
tendo em conta as propriedades de ortogonalidade das formas naturais, projecta-se a equação 
diferencial do movimento na base modal, conduzindo a um conjunto de equações diferenciais 
independentes cuja forma canónica é: 
 )t(g)t()t( nn2nn λ=ηω+η&&  ∞= ,,2,1n K  (3.40) 
onde nω  corresponde à frequência natural de vibração e nλ  a força projectada na base modal 
e normalizada à massa modal, 















nnn dx)x()x(Am . 
3.2.3 Resposta a uma carga harmónica pontual 
No caso de uma solicitação harmónica, tje)t(g ω=  em que ω é a frequência de 





nn e)t()t( ωλ=ηω+η&&   (3.42) 
A resposta permanente ou estacionária em cada uma das coordenadas modais é uma 
função harmónica do tipo: 
 
tj
nn eX)t( ω=η   (3.43) 









λ=η   (3.44) 
A solução global v(x,t) do problema resulta da combinação linear das várias formas 
naturais de vibração de acordo com a expressão 3.39. Após substituição da resposta 3.44 para 




















λφ= ∑   (3.45) 
Para uma força de excitação aplicada de forma concentrada na secção de coordenada xp, 























)x(P)x()t,x(v   (3.46) 
A expressão estabelecida para a resposta mostra que a participação de cada modo 
natural na resposta é dada pelo produto entre a forma natural de vibração φn(x) e o termo 
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definido entre parênteses rectos, que representa a resposta na respectiva coordenada modal ou 
natural, e que vamos designar de contribuição modal. Este factor define a contribuição modal 
dos diferentes modos de vibração para a resposta global. 
3.2.3.1 Amortecimento interno 
Numa solicitação do tipo harmónico, o amortecimento condiciona de forma 
determinante a amplitude e a fase da resposta do sistema. 
O amortecimento interno é provocado pelo movimento de fricção entre as diferentes 
camadas internas do material. Os modelos mais correntes para modelizar o amortecimento 
interno são o modelo viscoso e o modelo histerético. Neste trabalho adopta-se o modelo 
histerético por este ser considerado um modelo mais realista do amortecimento interno do 
material [27]. 
O amortecimento histerético pode ser modelado através do módulo de elasticidade 
complexo, 
 ( )jµ1EEˆ +=   (3.47) 
sendo µ  o factor de amortecimento. 
Substituindo o módulo de elasticidade complexo na equação diferencial do movimento 
3.38, as equações 3.40 projectadas na base modal ou natural tomam a forma: 
 )t(g)t()j1()t( nnn2nn λ=ηµ+ω+η&&   (3.48) 











λ=η   (3.49) 
A solução global ( )t,xv  para a carga concentrada de amplitude P aplicada no ponto de 

























)x(P)x()t,x(v   (3.50) 
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3.2.3.2 Amortecimento externo 
Para o amortecimento externo assume-se, neste trabalho, um modelo viscoso pelo facto 
de nas montagens experimentais implementadas se utilizarem amortecedores concentrados 
cujo comportamento é do tipo viscoso em que a força de amortecimento desenvolvida é 
proporcional à velocidade. Esta relação de proporcionalidade é definida pelo coeficiente de 
amortecimento viscoso. 
Para um amortecimento externo distribuído ao longo da viga, caracterizado pelo 
coeficiente de amortecimento cext, a força por ele produzida é dada pela seguinte expressão: 
 )t,x(vc)t,x(R ext &−=   (3.51) 
A inclusão do amortecimento externo viscoso na equação diferencial do movimento 







n λ=ηωµ++η+η &&&   (3.52) 
Considerando de novo a solicitação harmónica de amplitude P na coordenada xp e 





































)x(P)x()t,x(v   (3.53) 
No caso de o domínio do amortecimento externo se restringir a uma secção da viga de 
coordenada xc, ou seja, amortecimento externo concentrado, a expressão da resposta 






































φφ=   (3.54) 
Esta expressão fornece a resposta na secção onde se encontra aplicado o amortecimento 
externo concentrado. O comportamento em qualquer outra secção da viga é obtido 
substituindo o amortecimento externo por uma força equivalente, designada por força 
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equivalente do amortecimento externo. Esta surge como reacção ao movimento da viga e de 
sentido oposto ao da velocidade. 
A partir da definição de amortecimento viscoso, a força desenvolvida no amortecedor 





































φφω−=  (3.55) 
A resposta estacionária em qualquer secção pode agora ser determinada substituindo o 
amortecimento externo na equação diferencial de movimento pela força equivalente R do 
amortecimento. Após alguma manipulação algébrica obtém-se a expressão seguinte para a 
resposta em deslocamento v(x,t) ao longo da viga: 


















  (3.56) 
Tendo como base a expressão da resposta estacionária da viga em deslocamento, podem 
determinar-se, igualmente, os campos de velocidade )t,x(v&  e de aceleração )t,x(v&& . Estes são 
obtidos através da derivada do campo de deslocamento v(x,t) em relação à variável tempo. 
Assim, para o campo de velocidades vem, 
 


























  (3.57) 




































  (3.58) 
Em relação aos campos de rotação e de velocidade de rotação da secção recta da viga, 
estes são dados, respectivamente, pela derivada do campo de deslocamentos e do campo de 
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  (3.59) 
e o campo de velocidade de rotação )t,x(zθ& , 
 





























  (3.60) 
Os esforços recorrentes da deformação da viga, momento flector e esforço de corte, 
podem agora ser calculados com base na teoria de Euler-Bernoulli e na teoria da elasticidade. 












































  (3.61) 
















































  (3.62) 
onde EI representa o factor de rigidez à flexão. 
De seguida vamos aplicar as expressões atrás estabelecidas às configurações de viga 
simplesmente apoiada e viga bi-encastrada que, como já foi referido, são as configurações 
adoptadas na análise experimental. 
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3.2.3.3 Viga simplesmente apoiada 
Para a viga simplesmente apoiada, cuja geometria e propriedades já foram apresentadas, 
determina-se agora a resposta a uma solicitação harmónica pontual com um amortecedor 
externo viscoso concentrado, conforme se representa na Fig.3. 7. 
x 





Fig.3. 7 –Viga simplesmente apoiada com uma carga harmónica pontual e com amortecimento externo 
localizado. 
As características e a localização da carga e do amortecedor são as seguintes: 
P= 3 N  Freq.=25Hz µ= 0.005 
cext(xc) = 50 Ns/m xp=0.3 m xc= 0.9 m 
A resposta estacionária da viga é obtida pela expressão 3.56 por substituição das 
frequências e formas naturais de vibração determinadas no estudo da viga em regime livre. 






















































  (3.63) 





















































  (3.64) 
Considerando os quinze primeiros termos da expressão anterior, obtém-se o seguinte 
resultado para ( )t,xR c : 
 ( ) ( ) [ ]Nej9892.1  7404.0t,m9.0xR tjc ω+==   (3.65) 
ℓ 
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Na Fig.3. 8 representa-se, sob a forma de amplitude e fase, e parte real e parte 
imaginária, o campo de deslocamentos da viga considerando os quinze primeiros modos 
naturais de vibração, sendo esta selecção justificada pela análise dos factores de participação 
modal que se apresenta de seguida. 




























































Fig.3. 8 - Campo de deslocamentos da viga simplesmente apoiada com uma carga harmónica pontual e 
com amortecimento externo localizado. 
A composição do campo de deslocamentos da viga resulta da sobreposição dos vários 
modos naturais de vibração. Na Fig.3. 9 estão representados os factores de participação dos 
primeiros trinta e dois modos naturais de vibração para o campo de deslocamentos. 


















Fig.3. 9 – Contribuição modal para o campo de deslocamentos. 
Campo de deslocamentos v(x) 
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Nesta representação da contribuição modal para a resposta global do campo de 
deslocamentos verifica-se que são os primeiros modos aqueles que maior contributo têm para 
a resposta, e que a contribuição vai diminuindo de importância em função da ordem. Daqui 
pode concluir-se que um número reduzido de termos é suficiente para obter uma boa 
aproximação do campo de deslocamentos. Porém, esta operação da escolha do número de 
termos deve ser realizada com o máximo de cuidado, para que o erro cometido seja aceitável 
ao eliminar termos de ordem superior. Por isso, esta selecção deverá ser realizada com 
ponderação tendo como referência a frequência de excitação. 
Quanto ao campo de deslocamentos calculado, este apresenta na sua amplitude uma 
configuração assimétrica como resultado da contribuição da amplitude e da fase dos 
diferentes modos considerados.  
























































  (3.66) 
Na Fig.3. 10 pode observar-se o campo de velocidades na forma de amplitude e fase, e 
parte real e parte imaginária. 
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Fig.3. 10 - Campo de velocidades da viga simplesmente apoiada com uma carga pontual harmónica e com 
amortecimento externo. 
A expressão do campo de rotação da secção recta da viga resulta da derivada espacial 




























































  (3.67) 
Por sua vez, a velocidade de rotação da secção recta da viga é obtida por derivação em 
ordem ao tempo do campo de rotação ou por derivação espacial do campo de velocidades, 






























































  (3.68) 
Na determinação do campo de rotação e velocidade de rotação houve a necessidade de 
utilizar no cálculo um número de modos superior em relação ao utilizado no campo de 
deslocamentos. Com efeito, a derivação espacial do campo de deslocamento e velocidade, 
para obtenção, respectivamente, do campo de rotação e de velocidade de rotação da secção 
recta, introduz um maior peso à contribuição dos modos naturais de ordem mais elevada. Nas 
Campo de velocidades v& (x) 
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figuras Fig.3. 11 e Fig.3. 12 podem observar-se os campos de rotação e de velocidade de 
rotação da secção recta, na forma de amplitude e fase, e parte real e parte imaginária. 




























































Fig.3. 11 - Campo de rotação na viga simplesmente apoiada com uma carga pontual harmónica e com 
amortecimento externo. 






























































Fig.3. 12 - Campo da velocidade de rotação na viga simplesmente apoiada com uma carga pontual 
harmónica e com amortecimento externo. 
Campo da velocidade de rotação Zθ& (x) 
Campo de rotação Zθ (x) 
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O movimento oscilatório da viga origina os esforços internos momento flector e esforço 
de corte. A partir das expressões 3.61 e 3.62, e após a substituição das formas naturais para a 



























































  (3.69) 





























































  (3.70) 
Nas duas figuras seguintes, Fig.3. 13 e Fig.3. 14, representa-se o campo de momento 
flector e de esforço de corte. Na sequência do que foi referido para a rotação e velocidade de 
rotação da secção recta, como a determinação dos esforços resulta da aplicação da segunda e 
da terceira derivada espacial do campo de deslocamentos, é necessário utilizar no seu cálculo 
um número de modos superior ao considerado para o campo de deslocamentos. 






























































Fig.3. 13 - Momento flector na viga simplesmente apoiada com uma carga pontual harmónica e com 
amortecimento externo. 
Campo de momento flector Mz (x) 
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Fig.3. 14 - Esforço de corte na viga simplesmente apoiada com uma carga pontual harmónica e com 
amortecimento externo. 
Na representação do momento flector pode observar-se que os valores máximos 
ocorrem para as posições da força de excitação e do amortecimento externo. 
Na representação do esforço de corte, e como resultado da derivada espacial do 
momento flector, a posição das forças de excitação e de amortecimento manifesta-se com a 
presença de descontinuidades na amplitude. 
A partir do modelo matemático estabelecido podemos também representar a resposta 
sob a forma de função de resposta em frequência. A título de exemplo, a função de 


















































  (3.71) 
Esta função de resposta em frequência está representada na Fig.3. 15 para a banda de 
frequências entre 0 e 800 Hz, onde se pode observar, igualmente, a influência do 
amortecimento externo. Na banda de frequência considerada observa-se que a presença de 
amortecimento externo provoca uma diminuição da amplitude nas ressonâncias e um aumento 
nas anti-ressonâncias. 
Campo de esforço de corte Qy(x) 
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Fig.3. 15 - Amplitude da função mobilidade na viga simplesmente apoiada (valor de referência: 1 m/s). 
3.2.3.4 Viga bi-encastrada 
Neste estudo da viga bi-encastrada vai proceder-se de modo análogo ao anterior. A viga 
é submetida a uma solicitação harmónica pontual e a um amortecimento externo localizado 








Fig.3. 16 - Representação da viga bi-encastrada submetida a uma carga harmónica pontual e com 
amortecimento externo localizado. 
As características da excitação e de amortecimento são as seguintes: 
 P=3 N Freq.=25Hz µ=0.005 
 Cext(xc)=60 Ns/m xP= 0.36 m xc= 0.7 m 
Neste caso, devido à maior complexidade algébrica das funções características das 
formas naturais de vibração, apresentam-se somente os resultados. Assim, a partir das 
relações anteriormente definidas e utilizando os 100 primeiros modos naturais de vibração da 
viga bi-encastrada, obtêm-se os campos de deslocamento e de rotação da secção recta, assim 
como os campos de momento flector e de esforço de corte que se representam nas figuras 
seguintes, respectivamente Fig.3. 17, Fig.3. 18, Fig.3. 19 e Fig.3. 20. 
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Fig.3. 17 - Campo de deslocamentos na viga bi-encastrada com uma carga pontual harmónica e 
amortecedor externo. 






























































Fig.3. 18 - Campo de rotação na viga bi-encastrada com uma carga pontual harmónica e amortecedor 
externo. 
Refira-se que quer o deslocamento quer a rotação são nulos nas extremidades encastradas. 
Campo de rotação θz(x) 
Campo de deslocamentos v(x) 
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Fig.3. 19 - Campo do momento flector na viga bi-encastrada com carga pontual harmónica e amortecedor 
externo. 
Para a distribuição do momento flector verifica-se que os valores máximos ocorrem no 
encastramento. Na representação da componente real do campo de momento flector pode 
observar-se que, nas posições da força de excitação e do amortecedor, apresenta, 
respectivamente, um valor mínimo e um valor máximo. 


























































Fig.3. 20 - Campo de esforço de corte na viga bi-encastrada com carga harmónica pontual e amortecedor 
externo. 
Campo de momento flector Mz(x) 
Campo de esforço de corte Qy(x) 
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Na distribuição do esforço de corte, Fig.3. 20, surgem descontinuidades devidas à 
presença da força de excitação e da força de amortecimento. Porém, na representação da 
componente imaginária do esforço de corte, a força de excitação não é identificada pelo facto 
de, nesta análise, se considerar a força de excitação como referência de fase. 
3.3 Vibração lateral de placas 
O estudo das placas é baseado na teoria de Kirchhoff para placas finas. A abordagem ao 
estudo da dinâmica de placas é similar à que foi seguida nas vigas. Porém, a análise de placas 
apresenta uma segunda dimensão espacial.  
Apresenta-se a seguir o caso genérico da vibração lateral de uma placa submetida a uma 







Fig.3. 21 - Representação de uma placa sujeita a uma carga genérica transversal variável no tempo. 
Os esforços presentes no plano médio de um elemento infinitesimal de placa estão 

















































Fig.3. 22 - Representação dos esforços no plano médio dum elemento infinitesimal de placa. 
) 
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3.3.1 Equação diferencial do movimento 
A partir do equilíbrio dos esforços no elemento infinitesimal de placa, e aplicada a 
teoria de Kirchhoff, obtém-se a equação diferencial de movimento não amortecido para uma 













































 é a 





=   (3.73) 
sendo E o módulo de Young e ν o coeficiente de Poisson do material da placa. Segue-se a 
discussão da solução geral da equação diferencial 3.72 para uma placa simplesmente apoiada 
em regime livre.  
3.3.2 Vibração em regime livre 
No caso da vibração em regime livre, a força externa é nula, isto é, f(x,y,t)=0, e a 
equação diferencial reduz-se à seguinte expressão: 






∂ρ+∇   (3.74) 
A discussão da solução geral da equação diferencial 3.74 passa por admitir que o 
movimento vibratório ( )t,y,xw  é síncrono, o que em termos matemáticos significa que a 
solução para ( )t,y,xw  pode exprimir-se sob a forma do produto de duas funções 
independentes, respectivamente do espaço e do tempo, 
 ( ) ( ) ( )tgy,xWt,y,xw =   (3.75) 
A introdução desta solução na equação diferencial 3.74 conduz ao desdobramento desta 
em duas equações diferenciais contendo as variáveis espaciais e a variável tempo [16]. A 
solução geral para a função ( )y,xW  escreve-se [28]: 
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=β=γ+α=γ+α   (3.77) 
O procedimento de determinação das constantes 8,,1A K  e dos parâmetros α  e γ  é 
totalmente análogo ao apresentado para as vigas, e passa pela resolução de um problema de 
valores característicos e funções características após introdução das condições de fronteira do 
problema. De seguida, apresenta-se a aplicação para uma placa fina em aço, simplesmente 









 a= 3 m b= 1.7 m  h= 0.01 m 
 ρ= 7850 kg/m3 E= 2.1x1011 Pa ν=0.3 
Fig.3. 23 - Representação da placa simplesmente apoiada. 
Neste caso, as oito condições de fronteira são as seguintes: 
 (1) 0)0,x(W =  (2) 0)y,0(W =  (3) 0)b,x(W =  (3.78) 










































Após a introdução destas condições de fronteira e alguma manipulação algébrica [16] 
obtém-se a equação característica [28]: 
 0)bsin()asin(A1 =γα   (3.81) 
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A equação anterior admite um conjunto de raízes para α  e γ , correspondendo às duas 












=γ  ∞= ,...3,2,1m  (3.83) 
Tendo em conta a relação 3.77, o conjunto infinito de raízes para α  e γ  conduz às 























=ω  ∞= ...3,2,1m,n  (3.84) 
onde M=ρhab representa a massa da placa. As formas naturais de vibração ( )y,xφ  resultam da 




















m,n1m,n  ∞= ,...3,2,1m,n  (3.85) 
A constante de normalização 
m,n1A das formas naturais de vibração pode ser 
determinada impondo massas modais unitárias, 1m m,n = , definidas pela expressão: 





m,nm,nm,n 1dxdy)y,x(h)y,x(m  ∞= ,...3,2,1m,n  (3.86) 
A resolução da equação anterior conduz ao valor da constante 
m,n1A  que é idêntica para 
todos os modos, AA




  (3.87) 
Para a placa em estudo, as quatro primeiras frequências naturais possuem os valores 
apresentados na Tabela 3.5. 
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Tabela 3.5 – Frequências naturais da placa simplesmente apoiada. 
 1,1ω  1,2ω  2,1ω  2,2ω  
[rad/s] 70.62 122.11 230.97 282.47 
[Hz] 11.2 19.4 36.5 44.9 
Na Fig.3. 24 representam-se as correspondentes formas naturais de vibração. A primeira 
forma natural de vibração 1,1φ  não apresenta qualquer linha nodal e o deslocamento lateral 
máximo verifica-se no centro da placa. Em relação à forma natural de vibração de 1,2φ , esta 
apresenta uma linha nodal situada perpendicularmente e a meio da maior dimensão da placa, 
enquanto que a forma natural 2,1φ  apresenta igualmente uma linha modal situada a meio mas 
normal à menor dimensão da placa. A forma natural de vibração 2,2φ  apresenta duas linhas 
modais segundo as mediatrizes da placa. 
 
 
Fig.3. 24 – Representação de quatro das formas naturais de vibração da placa simplesmente apoiada. 
Em síntese, as formas naturais de vibração evoluem de complexidade de acordo com o 
número de ordem nxm, apresentando (m-1xn-1) linhas nodais igualmente espaçadas e 
perpendiculares a cada um dos eixos. 
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3.3.3 Regime harmónico forçado 
Em situação de regime forçado harmónico a equação diferencial do movimento 









∂ρ+∇   (3.88) 
onde ω é a frequência da excitação e ( )y,xF  a amplitude. 
À semelhança do procedimento exposto para as vigas e recorrendo ao teorema da 
expansão, baseado nas propriedades de ortogonalidade das funções características das formas 
naturais de vibração [16], a resposta ( )t,y,xw  da placa a uma solicitação estacionária do tipo 









  (3.89) 
onde as coordenadas naturais ( )tm,nη  representam a participação das diferentes formas 
modais para a resposta do sistema e são dadas pela solução de um conjunto de equações 
diferenciais ordinárias na base modal ou natural. 
Para uma solicitação harmónica pontual aplicada nas coordenadas pxx =  e pyy =  e de 








φ=η  ∞= ,...3,2,1m,n  (3.90) 
onde ( ) tjppm,n ey,xP ωφ  representa a projecção da carga nas coordenadas modais. 
Após introdução das soluções 3.90 na expressão da resposta 3.89, a resposta 






















φφ=   (3.91) 
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A solução é análoga àquela que foi obtida para as vigas, em que as formas naturais de 
vibração ( )y,xm,nφ   vêm multiplicadas pelo respectivo factor de participação modal, definido 
na equação 3.91 pelo termo entre parêntesis rectos. 
O amortecimento interno do tipo histerético pode ser incorporado através do módulo de 





















φφ= ∑ ∑   (3.92) 
onde µ representa o factor de amortecimento histerético. 
Relativamente ao amortecimento externo localizado do tipo viscoso, este pode ser 
introduzido através de uma força de amortecimento equivalente, à semelhança da metodologia 
seguida para as vigas. Assim, a força de reacção produzida pelo amortecedor viscoso 
posicionado nas coordenadas cxx =  e cyy =  vem definida da seguinte forma: 
 )t,y,x(wCj)t,y,x(wC)t(R ccextccext ω−=−= &   (3.93) 
onde Cext representa a constante de amortecimento viscoso e )t,y,x(w cc  a resposta do 


























Deste modo, a resposta estacionária harmónica do sistema dada pela expressão 3.92 
reescreve-se na forma: 
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φ+φφ=   (3.95) 
onde P representa a amplitude da carga harmónica pontual e R a força reactiva equivalente do 
amortecedor viscoso externo concentrado. 
Para concretizar o estudo atrás exposto da resposta de uma placa a uma solicitação 
harmónica localizada, retoma-se o caso da placa rectangular simplesmente apoiada, 
introduzindo um amortecimento interno do tipo histerético e um amortecimento externo 
localizado do tipo viscoso. 
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3.3.3.1 Placa rectangular simplesmente apoiada 
Na Fig.3. 25 seguinte representa-se a placa rectangular simplesmente apoiada à qual são 













 a= 3m b=1.7 m h= 0.01 m  
 E=2.1x1011 Pa ρ=7850kg/m3 ν=0.3 µ= 0.005  
 F=1000N Cext=100 Ns/m Freq.=50Hz  
 xp=0.6m yp=0.4m xc=2.2m yc=1.2m 
Fig.3. 25 - Placa simplesmente apoiada submetida a uma excitação harmónica e com amortecimento 
externo. 
Ao substituir na expressão 3.95 por um número finito N de frequências e formas 
naturais de vibração da placa, previamente determinadas, obtém-se a expressão da resposta 











































































































sendo a força de reacção R produzida no amortecedor dada pelas expressões 3.93 e 3.94. 



































































































Com as características apresentadas na Fig.3. 25, o cálculo com base numa matriz de 
20x20 modos naturais de vibração resulta no campo de deslocamentos que se representa na 
Fig.3. 26 na forma de amplitude e fase, e componente real e imaginária. Mais adiante 
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comentar-se-á a influência do número de modos considerados na precisão da resposta. Para a 
força desenvolvida no amortecedor obtém-se: 
 ( ) [ ]N)tcos(i2128.15 +5638.0- )t(R ω=   (3.98) 
 
Fig.3. 26 – Representação do campo de deslocamento de uma placa simplesmente apoiada, submetida a 
uma carga harmónica e a amortecimento externo. 
A variação do campo de deslocamentos w(x,y,t) segundo as direcções y e x conduz, na 
teoria das placas finas, respectivamente aos campos de rotações θx(x,y,t) e θy(x,y,t) dados 

















































































































































=Ψ   (3.101) 
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Nas figuras seguintes, Fig.3. 27 e Fig.3. 28, representam-se, sob a forma de amplitude e 
fase, e parte real e imaginária, os campos de rotação ( )y,xxθ  e ( )y,xyθ  da placa rectangular 
em análise. 
 
Fig.3. 27 - Representação do campo de rotação θx(x,y) na placa simplesmente apoiada com excitação 
harmónica e com amortecimento externo. 
 
 
Fig.3. 28 - Representação do campo de rotação θy(x,y) na placa simplesmente apoiada com excitação 
harmónica e com amortecimento externo. 
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Em relação ao estudo dos esforços internos a que a placa está sujeita, e necessários para 
a determinação da intensidade estrutural, estes são obtidos pela derivada espacial do campo de 
deslocamentos, conforme a teoria de Kirchhoff para placas finas. Assim, para os campos de 
momentos flectores Mx(x,y,t) e My(x,y,t) obtém-se: 
 



























































































































































Estes campos de momento flector estão representados nas figuras Fig.3. 29 e Fig.3. 30. 
 
Fig.3. 29 - Representação do campo de momento flector Mx(x,y) na placa simplesmente apoiada com 
excitação harmónica e amortecimento externo. 
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Fig.3. 30 - Representação do campo de momento flector My(x,y) na placa simplesmente apoiada com 
excitação harmónica e amortecimento externo. 
Para o campo do momento torsor Mxy(x,y,t) a que a placa está sujeita vem: 
 



















































  (3.104) 
Na Fig.3. 31 representa-se o momento torsor na forma de amplitude e fase, e parte real e 
parte imaginária. 
 Capítulo 3 – Estudo da Resposta Dinâmica em Sistemas Contínuos 
 Pág. 93 
 
Fig.3. 31 - Representação do campo de momento torsor Mxy(x,y) na placa simplesmente apoiada com 
excitação harmónica e amortecimento externo. 
Finalmente, o campo de esforço de corte para as direcções x e y da placa é dado pelas 
expressões: 
 











































































































































































Para a placa em estudo, o esforço de corte Qx(x,y,t) e Qy(x,y,t) está representado, 
respectivamente, nas figuras Fig.3. 32 e Fig.3. 33. 
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Fig.3. 32 - Representação do campo de esforço de corte Qx(x,y) na placa simplesmente apoiada com 
excitação harmónica e amortecimento externo. 
 
 
Fig.3. 33 - Representação do campo de esforço de corte Qy(x,y) na placa simplesmente apoiada com 
excitação harmónica e amortecimento externo. 
Na representação do campo de momentos flectores é possível identificar a localização 
da força de excitação e do amortecimento externo. Porém, o campo do esforço de corte 
evidencia a presença de forças exteriores através de descontinuidades na sua representação. 
Assim, a localização da excitação e do amortecimento externo torna-se mais evidente na 
representação do esforço de corte nas figuras Fig.3. 32 e Fig.3. 33, respectivamente através 
das componentes real e imaginária. 
É apresentado a seguir o estudo da convergência da solução global para a placa 
simplesmente apoiada em função do número de modos considerados no processo de 
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sobreposição modal. Na Fig.3. 34 representam-se os factores de participação modal, para o 
campo de deslocamento transversal da placa, correspondentes a 400 ([20x20]) modos naturais 
de vibração. Nesta representação pode observar-se que, conforme o expectável, o maior 
contributo corresponde aos modos cuja frequência está mais próxima da frequência de 















Contribuição modal para a resposta em deslocamento
 
Fig.3. 34 – Representação da contribuição modal para a resposta global da placa simplesmente apoiada. 
Em geral, o factor de participação modal diminui com o aumento da frequência natural. 
Para o modo n=10 e m=12, de frequência igual a 1498.2 Hz, o factor de participação modal 
está na razão de 1/25000 em relação à maior contribuição que corresponde ao modo n=2 e 
m=2 de frequência igual a 44.9 Hz. Em consequência, para a determinação do campo de 
deslocamento seria suficiente a inclusão dos modos naturais de baixa frequência cujo espectro 
deve, no entanto, ir além da frequência de excitação. 
Quanto à convergência do campo de esforço de corte verifica-se uma maior 
uniformização na contribuição das formas naturais de vibração relativamente ao caso do 
campo de deslocamento. Para comparação, para o modo n=10 e m=12, de frequência igual a 
1498.2 Hz, o factor de participação modal está na razão de 1/45 em relação à maior 
contribuição que corresponde ao modo n=2 e m=2 de frequência igual a 44.9 Hz. Assim, 
verifica-se que para o esforço de corte a contribuição dos modos de ordem mais elevada é 
ainda relevante e a sua determinação requer a inclusão de um maior número de modos. 
Em consequência, as sucessivas derivadas espaciais do campo de deslocamento realçam 
a contribuição dos modos de frequência mais elevada. Por isso, o número de modos a 
considerar na representação das sucessivas derivadas espaciais do campo de deslocamentos 
deve ser progressivamente superior. Neste contexto, o esforço de corte é a situação mais 
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desfavorável, pois corresponde à terceira derivada espacial do campo de deslocamentos. Este 
aspecto assume uma importância crucial no âmbito da determinação dos esforços dinâmicos 















Contribuição modal para o campo do esforço de corte
 
Fig.3. 35 - Representação da participação modal do esforço de corte Qy(x,y) da placa simplesmente 
apoiada. 
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4.1 Introdução 
A energia de vibração tem sido, desde há longo tempo, motivo de estudo na análise 
dinâmica das estruturas, tendo surgido o conceito de intensidade estrutural para caracterizar o 
fluxo de potência numa estrutura em vibração. O seu conhecimento revela-se de grande 
importância para a redução do nível de vibração nas estruturas [12,13]. 
Os primeiros resultados remontam ao final da década de 60, com a apresentação dos 
primeiros estudos teóricos sobre a intensidade estrutural em vigas e placas. Estes surgiram na 
sequência de estudos anteriores sobre a intensidade acústica. No entanto, verificavam-se 
grandes dificuldades na sua medição experimental, devido às limitações do equipamento de 
medição, o que conduzia a soluções complexas e de difícil implementação. Só no início da 
década de 80 é que surgiram os primeiros resultados experimentais sobre o fluxo de potência 
em vigas e placas [6]. Desde então, tem-se assistido a uma permanente evolução ao nível da 
experimentação, impulsionada pelas novas técnicas de medição sem contacto, como são os 
casos da vibrometria laser para a medição pontual e da holografia digital para as medições de 
campo. 
Este capítulo tem por objectivo introduzir os conceitos relacionados com a intensidade 
estrutural, a partir dos quais é apresentado o desenvolvimento da formulação analítica para a 
intensidade estrutural em vigas de Euler-Bernoulli e placas de Kirchhoff. O cálculo da 
intensidade estrutural e do seu divergente é apresentado e concretizado retomando os casos da 
viga e da placa apresentados no capítulo anterior. Esta análise culmina com um estudo da 
influência de alguns parâmetros intervenientes no cálculo da intensidade estrutural. 
4.2 Intensidade estrutural 
A intensidade estrutural é uma quantidade vectorial que representa a distribuição do 
fluxo de potência transferida entre a fonte e o absorsor através de um meio condutor. No caso 
das estruturas, o fluxo de potência ocorre por propagação de ondas elásticas. 
A intensidade estrutural instantânea é uma quantidade vectorial dependente do tempo, 
usada para identificar o fluxo de potência numa estrutura, através da sua direcção, do seu 
sentido e da sua intensidade. O vector da intensidade estrutural instantânea define-se pelo 
produto entre o tensor das tensões e o vector velocidade de acordo com a expressão [5, 10]: 
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 )t(v)t()t(i jj,ii &τ−=  com i,j=x,y,z  [W/m2]=[N/m2].[m/s] (4.1) 
Na Fig.4. 1 pode observar-se, para um elemento infinitesimal de material isotrópico e 
elástico, as componentes do tensor, do vector velocidade e do vector da intensidade estrutural, 
as quais, de acordo com a expressão 4.1, estão orientadas no sentido positivo. 
 
Fig.4. 1 - Representação das componentes da tensão, velocidade e intensidade estrutural para um 
elemento infinitesimal. 
Em regime estacionário para a solicitação harmónica de frequência ω, o tensor e o 
vector velocidade vêm definidos da seguinte forma:  
 )tcos()t( j,ij,i ϕ−ωσ=τ   (4.2) 
 )tcos(V)t(v jj γ−ω= &&   (4.3) 
onde σi,j representa o módulo das componentes do tensor e jV&  é o módulo das componentes 
do vector velocidade.  
Assim, a intensidade estrutural instantânea para uma solicitação estacionária harmónica 












  (4.4) 
onde se considera θ=ϕ−γ. 









, cuja frequência 
é o dobro da frequência de excitação. Na Fig.4. 2 pode analisar-se o contributo de cada termo 
para o cálculo da intensidade estrutural, em que o ângulo de fase utilizado entre o tensor e a 
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Fig.4. 2 - Representação da intensidade estrutural instantânea ao longo de dois ciclos de vibração. 
A intensidade estrutural média (no tempo), representa o valor médio da potência 
transmitida ao longo de um ciclo de vibração por unidade de área da estrutura. Esta é definida 
pelo integral da intensidade estrutural instantânea ao longo de um ciclo de vibração a dividir 


































  (4.5) 
Da equação anterior resulta que a segunda parcela é nula. Deste modo, a intensidade 








  (4.6) 
A intensidade estrutural média é uma função independente do tempo. Como tal pode ser 
relacionada directamente com o fluxo de energia. A intensidade estrutural média representa o 
fluxo de potência média por unidade de área. O fluxo de energia é, pois, o produto da 
intensidade estrutural média pela área A da secção durante o intervalo de tempo ∆t: 
 tAIii ∆=Ε   (4.7) 
O divergente da função intensidade estrutural permite identificar a localização das 
fontes e absorsores de energia através dos máximos e dos mínimos da função, 
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=∇=   (4.8) 
4.2.1 Intensidade estrutural em notação complexa 
Uma outra forma de abordar o estudo da intensidade estrutural é através da sua 
representação no domínio da frequência recorrendo à notação complexa.  
A partir da definição de intensidade estrutural média e aplicando a forma fasorial de 






1)(~ *jj,ijjj,ii ωωσ−=ωωσ−=ωΠ φ−ϕ &&   (4.9) 
onde o símbolo ~ designa uma quantidade complexa, enquanto que o símbolo * representa o 
complexo conjugado. 
A intensidade complexa pode exprimir-se pelas suas componentes real e imaginária: 
 )(jJ)(I)(~ iii ω+ω=ωΠ   (4.10) 
A parte real Ii(ω) representa o fluxo de potência activa por unidade de área, a qual é 
designada por intensidade activa. Por sua vez, a parte imaginária Ji(ω) representa a potência 
reactiva por unidade de área e é designada de intensidade reactiva. 
A intensidade activa representa a potência média absorvida pelo sistema. Graficamente, 
pode ser representada na forma de um mapa de vectores. Por sua vez, a intensidade reactiva 
não tem merecido idêntica atenção por parte dos investigadores, talvez devido ao facto de 
ainda não haver resultados conclusivos sobre o seu significado físico [8,11], conforme já foi 
referido. No entanto, pelo estudo apresentado no capítulo 2, esta pode ser explicada como 
resultado do desequilíbrio energético existente entre a energia elástica e a energia cinética. 
Por este facto, a intensidade reactiva representa a potência que circula entre a estrutura e a 
fonte, não sendo consumida pelo movimento vibratório.  
Conforme já foi referido, a intensidade activa é a componente real da intensidade 
estrutural média definida na expressão 4.10, enquanto que a intensidade reactiva é a 
componente imaginária, sendo ambas grandezas vectoriais,  
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1)(J *jj,ii ωωσ−=ω &   (4.12) 
Fisicamente, a intensidade activa caracteriza o fluxo de potência. Por recurso à 
intensidade reactiva vamos introduzir um parâmetro característico na dinâmica de estruturas e 
que vamos designar por factor de potência, à semelhança do que foi exposto para os sistemas 
eléctricos e para o sistema mecânico com um grau de liberdade apresentados no capítulo 2. 
O factor de potência representa a eficiência do sistema na transmissão de potência em 












=φ=   (4.13) 
A eficiência do sistema é máxima para um factor de potência igual a um. 
Após a apresentação dos conceitos relacionados com a intensidade estrutural, vamos em 
seguida concretizar a sua aplicação à formulação da intensidade estrutural em vigas e placas 
finas. 
4.3 Intensidade estrutural em vigas 
No caso das vigas, que são estruturas unidimensionais, considera-se uma única direcção 
de propagação de energia, a direcção axial. A formulação apresentada refere-se unicamente às 
vigas finas, cujo comportamento assenta na teoria de Euler-Bernoulli, submetidas a uma 
solicitação estacionária de frequência ω. 
A partir da definição da intensidade estrutural, verificamos ser necessário conhecer a 
distribuição das tensões e da velocidade em cada secção recta ao longo da viga.  
Quando submetida a um movimento transversal, surgem na secção recta da viga tensões 
normais e de corte, representadas na Fig.4. 3. 











Fig.4. 3 - Representação do campo de tensões na secção transversal de uma viga: a) normais; b) 
corte. 
Porém, o cálculo do fluxo de potência é simplificado se, na expressão da intensidade 
estrutural substituirmos as tensões normais e de corte pelos esforços correspondentes, 
respectivamente momento flector e esforço de corte. Esta simplificação advém do facto dos 
esforços resultarem da integração das tensões ao longo da secção transversal. Ora, como a 
intensidade estrutural é o fluxo de potência por unidade de secção, esta integração torna-a 
independente da secção transversal, pelo que obtemos de forma directa o fluxo de potência. 
A partir da teoria da elasticidade obtemos as seguintes relações para o momento flector 










  (4.15) 
Ao momento flector está associada a velocidade de rotação da secção recta, )x(~zθ& , 
enquanto que ao esforço de corte está associada à velocidade de deslocamento 
transversal )x(v~& , que, em regime harmónico, podem escrever-se na forma: 
 )x(~j)x(~ zz θω=θ&  e )x(v~j)x(v~ ω=&  (4.16) 
onde )x(~zθ  é a rotação da secção recta da viga e )x(v~ o deslocamento transversal. 
De acordo com a convenção adoptada, os esforços são considerados positivos quando 
produzem tensões de compressão acima da linha neutra. 
A intensidade estrutural na viga é o resultado da contribuição da intensidade estrutural 
produzida por cada um dos dois tipos de esforços, momento flector e esforço de corte, aos 
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quais estão associados, respectivamente, o movimento de rotação e de translação da secção 










1)x(~ *y*zz*y*zzx &&&&   (4.17) 
em que )x(v~*&  e )x(~*zθ&  são, respectivamente, o complexo conjugado da velocidade 
transversal e o complexo conjugado da velocidade de rotação da secção. 
No entanto, para um movimento harmónico de frequência ω , a intensidade estrutural 
pode também exprimir-se em termos dos campos de deslocamento transversal e de rotação da 




j)x(~ *y*zzx +θω−=Π  [W] (4.18) 
Como a intensidade activa e reactiva vêm definidas, respectivamente, pela componente 





1)x(I *y*zzx +θω−=  [W] (4.19) 




1)x(J *y*zzx +θω−=  [W] (4.20) 
Mas como a multiplicação por 1j −=  corresponde a uma rotação de pi/2 no plano 












=  [W] (4.22) 
De acordo com as relações da elasticidade da teoria de Euler-Bernoulli das vigas, 
estabelecidas no capítulo 3, os esforços )x(M~ z  e )x(Q
~
y e a rotação )x(
~
zθ  da secção podem 
exprimir-se a partir do deslocamento transversal da secção recta da viga. Assim, e após a 
respectiva substituição, podemos rescrever as expressões da intensidade estrutural em função 
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do campo de deslocamento )x(v~  e das suas derivadas espaciais, da frequência de vibração ω 












































x   (4.24) 
4.4 Intensidade estrutural em placas 
As placas caracterizam-se, basicamente, por apresentarem uma das dimensões, a 
espessura, muito inferior em relação às outras duas, sendo através destas que se vai propagar a 
energia de vibração. Conforme referido no capítulo 3, o modelo de placa adoptado é o modelo 
de Kirchhoff, o qual não tem em linha de conta a distorção da secção após a deformação. No 
entanto, é uma boa aproximação para placas que apresentam uma relação inferior a 1/20 entre 
a espessura e a menor das outras dimensões. 
A abordagem ao estudo da intensidade estrutural em placas é, em tudo, similar ao 
estudo anterior para as vigas. Contudo, nas placas dever-se-á ter em conta que o fluxo de 
potência ocorre nas duas direcções ortogonais x e y do plano da placa. 
As tensões numa placa em flexão são de dois tipos, tensões normais e tensões de corte. 
Na Fig.4. 4 está representada a distribuição das tensões nas secções de uma placa [21, 22]. 




















Fig.4. 4 - Representação das tensões normais e tensões de corte num elemento infinitesimal de 
placa. 
A formulação do fluxo de potência é simplificada se for realizada a partir dos esforços 
actuantes em cada secção. Estes relacionam-se com as tensões nas duas direcções ortogonais 
através da teoria da elasticidade generalizada, apresentando-se a seguir as suas relações:  
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xxy ∫σ−=  ∫ τ=−=
A










Na Fig.4. 5 estão representados, para o plano médio da placa, os esforços e os 















Fig.4. 5 - Representação dos esforços, deslocamentos e rotações no plano médio de uma placa. 
A intensidade estrutural na placa é o resultado da contribuição dos vários esforços 
actuantes. Estes são divididos segundo cada uma das direcções x e y conforme a acção por 
eles produzida. Assim, para cada uma das direcções x e y, a intensidade estrutural na placa 








j)y,x(~ *y*xyx*xxy +θ+θω−=Π   (4.28) 
A intensidade activa é dada, por definição, pela componente real da intensidade 












−=   (4.30) 
Por outro lado, os vectores da intensidade reactiva são obtidos a partir da componente 






=   (4.31) 







=   (4.32) 
De acordo com as relações estabelecidas no capítulo 3, podemos definir os esforços 
através do campo de deslocamentos. Assim, depois de efectuada a respectiva substituição nos 















































































































































onde ν é o coeficiente de Poisson, D o factor de rigidez à flexão da placa e ω a frequência de 
excitação. Estas duas expressões podem ser apresentadas numa forma mais concisa, utilizando 















Após a combinação e rearranjo das componentes Ix(x,y) e Iy(x,y), o vector intensidade 
activa pode escrever-se: 
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  (4.35) 











D)y,x(I *2**2  (4.36) 










D)y,x(J *2**2  (4.37) 
Refira-se que, de acordo com as expressões 4.33 e 4.34 ou 4.36 e 4.37, a intensidade 
estrutural exprime-se em função do campo de deslocamentos )y,x(w~  e das suas derivadas 
espaciais. 
4.5 Cálculo da intensidade estrutural e do divergente em vigas 
Depois de apresentada a formulação da intensidade estrutural, vamos nesta fase passar à 
sua determinação prática retomando a análise da viga simplesmente apoiada e bi-encastrada, e 
da placa simplesmente apoiada, apresentadas no capítulo anterior. 
A análise que se segue tem por objectivo quantificar o fluxo de potência transmitida 
através da estrutura e, a partir deste, localizar a fonte e o absorsor de energia. Em simultâneo 
vai estudar-se a influência dos diversos parâmetros no cálculo da intensidade estrutural.  
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4.5.1 Viga simplesmente apoiada 
Na Fig.4. 6 apresenta-se a configuração da viga simplesmente apoiada, caracterizada no 
capítulo 3, com a indicação do posicionamento da solicitação e do amortecimento externo e 










 P= 3 N  Freq.=25Hz Cext = 50 Ns/m 
Fig.4. 6 - Esquema da viga simplesmente apoiada com excitação harmónica e amortecedor 
externo. 
Para esta configuração de viga, a substituição em 4.23 do campo de deslocamentos e das 
suas derivadas espaciais (até à terceira ordem) pelas respectivas expressões estabelecidas no 
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  (4.39) 
Na Fig.4. 7 pode observar-se a representação do fluxo de potência na viga simplesmente 
apoiada, truncando a sobreposição modal aos 20, 60 e 100 primeiros modos naturais de 
vibração. Graficamente, verifica-se ser necessário um número elevado de modos naturais de 
vibração para uma correcta representação do fluxo de potência. 
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Fig.4. 7 - Representação do fluxo de potência da viga simplesmente apoiada com a excitação 
harmónica a 0.3 m e com amortecimento externo a 0.9 m.  
A distribuição obtida para o fluxo de potência mostra uma evolução constante de valor 
igual a 0.045 W desde o ponto de excitação até ao amortecedor revelando que a energia 
fornecida é basicamente dissipada no amortecedor. 
Na formulação da intensidade estrutural, foi referido que esta possui uma componente 
devido ao momento flector e outra devido ao esforço de corte. Na Fig.4. 8 pode observar-se a 
contribuição de cada uma destas duas componentes, utilizando os 100 primeiros modos. 
Conforme se verifica, o maior contributo é dado pela componente do esforço de corte, 
correspondendo a 68% do fluxo de potência total. Assim, verifica-se, pois, que na transmissão 

























Fig.4. 8- Representação das contribuições do momento flector e do esforço de corte para o fluxo 
de potência. 
Na viga, o fluxo de potência propaga-se ao longo das secções, segundo a direcção x. 
Assim, o divergente do fluxo de potência resume-se à direcção x e é definido pela seguinte 
expressão: 
Termo de esforço de corte Termo do momento flector 
esforço de corte 
Localização da excitação e do amortecedor 
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   (4.40) 
Na Fig.4. 9 pode observar-se a distribuição do divergente do fluxo de potência, em cuja 
determinação foram utilizados os 100 primeiros modos. O máximo e o mínimo correspondem, 

















Fig.4. 9 - Representação do divergente do fluxo de potência na viga simplesmente apoiada. 
A representação obtida para o divergente revela claramente a posição da fonte de 
excitação e do amortecedor na viga. 
Através da força de excitação e da velocidade no ponto de excitação pode quantificar-se 
a potência activa e reactiva introduzida no sistema. Por definição, a potência total é calculada 




1)(P p*&P=ω  [W] (4.41) 
A partir desta expressão apresenta-se a seguir o resultado do cálculo da potência activa 
introduzida no sistema.  





1PActiva === &P   (4.42) 
Verifica-se que este valor é idêntico ao valor do fluxo de potência obtido anteriormente 
na região da viga compreendida entre a fonte de excitação e o amortecedor. A partir da 
mesma expressão 4.41 e procedendo de forma análoga, a potência reactiva é igual a : 
Localização da excitação e do amortecedor 
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 ( ) W0012.0v~.PIm
2
1P activaRe −== &   (4.43) 
A eficiência do sistema mecânico é caracterizada pelo factor de potência, cujo valor é 






potência ≈=φ=   (4.44) 
Neste caso, a eficiência do sistema é elevada, o que significa que toda a potência 
fornecida pela fonte é conduzida até ao amortecedor onde é dissipada. 
A intensidade estrutural depende de vários parâmetros, os quais contribuem para a sua 
caracterização global. Na análise efectuada a seguir pretende caracterizar-se separadamente a 
influência de alguns destes parâmetros. 
Este estudo inicia-se com a caracterização da potência activa e reactiva para a viga 
simplesmente apoiada, na banda de análise de 0 a 400 Hz. À semelhança do que se verificava 
para o sistema vibratório elementar, apresentado no capítulo 2, observamos na Fig.4. 10 que a 
potência activa apresenta um valor máximo nas frequências naturais, enquanto que a potência 
reactiva apresenta uma inversão no sentido, que passa de negativo para positivo. Apesar da 
similaridade entre as duas representações, a potência reactiva nem sempre toma o valor nulo 
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Fig.4. 10 - Representação da potência activa e reactiva e da FRF em função da frequência para a 
viga simplesmente apoiada 
Potência Activa Potência Reactiva FRFXp,Xp 
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Em relação à influência da força aplicada, através da representação na Fig.4. 11 
verifica-se que esta afecta de modo idêntico a potência activa e a potência reactiva. Em ambos 
os casos verifica-se um crescimento proporcional em módulo, donde resulta que o factor de 
potência possui um valor constante e próximo de um, como se observa Fig.4. 11. 





















Fig.4. 11 - Representação da potência activa e reactiva e do factor de potência a partir da 
amplitude da força aplicada. 
Na continuação desta análise examina-se agora a influência do amortecimento externo 
na potência activa e na potência reactiva. Esta influência está representada na Fig.4. 12 para 
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Fig.4. 12 - Influência do amortecimento externo na potência activa e reactiva. 
A potência activa apresenta um comportamento crescente até atingir um máximo, a 
partir do qual é decrescente. Esta evolução deve-se à relação entre os esforços internos e a 
amplitude de velocidade. A potência reactiva evolui de forma crescente, porém a uma taxa 
variada cujo valor máximo ocorre para a situação de potência activa máxima. Nesta 
Potência Activa Potência Reactiva 
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representação destacam-se três situações distintas. A primeira refere-se à potência reactiva 
nula que se verifica para um coeficiente de amortecimento externo de 67 Ns/m. Neste caso, a 
eficiência do sistema é máxima, ou seja, o factor de potência é igual à unidade, o que 
corresponde à dissipação na totalidade da potência fornecida. A segunda situação corresponde 
ao valor máximo da potência activa que ocorre para um coeficiente de amortecimento externo 
de 137 Ns/m. Por fim, temos a terceira situação em que as linhas da potência activa e reactiva 
se intersectam para um amortecimento externo de 196 Ns/m, e a qual corresponde a uma 
eficiência de 50 % . 
Na figura 4.12 representa-se a distribuição ao longo da viga  fluxo de potência activo 
para diferentes valores de amortecimento externo 




























Fig.4. 13 - Representação da distribuição do fluxo de potência activa ao longo da viga para 
diferentes valores de amortecimento externo. 
Na Fig. 4.13 verifica-se que a distribuição do fluxo de potência segue um valor 
constante entre a fonte e o amortecedor, valor este que varia de acordo com a representação da 
potência activa na Fig. 4.12. Deste modo, constata-se que, dos diferentes valores escolhidos 
para o amortecimento externo, o valor de 150 Ns/m é aquele que conduz à maior energia 
dissipada no amortecedor. Refira-se que o máximo ocorre para um amortecimento de 
137 Ns/m. 
Em relação ao amortecimento interno que introduz na viga uma dissipação de energia 
distribuída, a sua influência na intensidade activa pode observar-se na Fig.4. 14 para 
diferentes valores do factor de amortecimento. Nesta representação identifica-se a localização 
da fonte de excitação e a dissipação distribuída da energia ao longo da viga a partir da fonte 
de excitação. A dissipação apresenta uma taxa negativa que aumenta com o valor do factor de 
amortecimento interno.  


























Fig.4. 14 - Representação da intensidade activa para diferentes valores do coeficiente de 
amortecimento histerético. 
Na figura 4.15 representa-se o fluxo de potência ao longo da viga combinando 
diferentes valores do amortecimento interno com um amortecimento externo constante e igual 
a Cext=50 Ns/m. 
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Fig.4. 15 - Fluxo de potência para diferentes valores do coeficiente de amortecimento interno 
(coeficiente de amortecimento externo viscoso Cext=50 Ns/m). 
A combinação do amortecimento interno com o amortecimento externo permite 
verificar uma dissipação distribuída da potência introduzida e um fluxo de potência activa 
decrescente entre a fonte e o amortecedor, e cuja taxa de diminuição aumenta com o valor do 
coeficiente interno de amortecimento. Verifica-se, igualmente, que, à medida que o 
coeficiente de amortecimento interno aumenta, este mecanismo de dissipação torna-se, 
praticamente, no único mecanismo de dissipação da potência injectada. 
µ= 0.005 µ=0.05 µ=0.1 µ=2 
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4.5.2 Viga bi-encastrada 
Na Fig.4.16 representa-se a viga bi-encastrada caracterizada no capítulo anterior, e para 
a qual são calculados a intensidade estrutural e o respectivo divergente em situação de regime 
forçado harmónico. 
 
 P=3 N Freq.=25Hz Cext=60 Ns/m 
 xP= 0.36 m  xC= 0.7 m 
Fig.4. 16 - Representação da viga bi-encastrada em regime forçado harmónico. 
Com base na expressão 4.23, e utilizando 20, 60 e 100 modos naturais de vibração, 
obtém-se a distribuição do fluxo de potência entre a fonte de excitação e o amortecedor que se 
representa na Fig.4. 17. O valor da potência activa é de 0.0457 W, correspondendo a uma 
eficiência do sistema próxima de 100 %. O fluxo de potência ocorre entre a fonte de excitação 
e o amortecedor com um valor praticamente constante para o cálculo com 100 modos naturais 
de vibração. O cálculo com um número de modos inferior apresenta oscilações em torno do 
valor teoricamente constante e igual a 0.0457 W. Este aspecto indicia, também neste caso, a 
importância da contribuição do esforço de corte para o fluxo de potência. 

























Fig.4. 17 - Fluxo de potência na viga bi-encastrada: fonte a 0.36 m e o amortecedor a 0.7 m. 
O divergente, que neste caso degenera na derivada do fluxo de potência em relação à 
variável espacial x, permite identificar de forma correcta as posições de entrada e saída da 
  
x 
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potência activa, através de um máximo e de um mínimo respectivamente, conforme se pode 
observar na Fig.4. 18. 


















Fig.4. 18 - Representação do divergente do fluxo de potência activa na viga bi-encastrada: fonte de 
excitação a 0.36 m e o amortecedor a 0.7 m. 
O divergente apresenta também uma distribuição mais próxima da teoricamente 
previsível considerando um número elevado de modos naturais no seu cálculo. 
Neste caso verifica-se que, à semelhança da viga simplesmente apoiada, é também a 
componente do esforço de corte aquela que maior contributo apresenta para a intensidade 
estrutural activa, correspondendo a cerca de 70% do fluxo de potência total, conforme se 
observa na Fig. 4.19. 

























Fig.4. 19 – Contribuição do esforço de corte e do momento flector para o fluxo de potência. 
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Neste caso da viga bi-encastrada, a influência do coeficiente de amortecimento externo 
na potência activa e reactiva denota um comportamento, Fig. 4.20, similar ao obtido na viga 
simplesmente apoiada. Porém, a potência reactiva apresenta uma evolução decrescente , ao 
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Fig.4. 20 - Representação da potência activa e reactiva na viga bi-encastrada em função do 
amortecimento externo. 
4.6 Cálculo da intensidade estrutural e do divergente em placas 
4.6.1 Placa simplesmente apoiada 
O cálculo do fluxo de potência e do seu divergente numa placa foi realizado retomando 
o estudo da placa simplesmente apoiada, apresentada no capítulo 3, submetida a um regime 












 P=1000N Cext=100 Ns/m Freq.=50Hz 
 xp=0.6m yp=0.4m xc=2.2m yc=1.2m 
Fig.4. 21 – Placa simplesmente apoiada submetida a uma excitação harmónica e com 
amortecimento externo. 
Para avaliar a influência da sobreposição modal na determinação da intensidade 
estrutural, representa-se na Fig.4. 22 o módulo do fluxo de potência calculado com as malhas 
Potência Activa Potência Reactiva 
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de modos naturais 2x2, 4x4, 8x8 e 20x20. O cálculo foi efectuado com base nas expressões 






Fig.4. 22 –Módulo do fluxo de potência para uma placa simplesmente apoiada com a excitação a 
(0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos: 2x2, 4x4, 8x8 
e 20x20. 
Analisando a representação para as malhas consideradas, verifica-se que o caminho 
tomado pelo fluxo de potência entre a fonte de excitação e o amortecedor começa a estar 
definido a partir de um número de modos naturais 4x4. No entanto, a localização efectiva da 
fonte e do amortecedor só surge para um número de modos 20x20.  
Quanto à potência activa fornecida, esta converge para o valor final de 1.159 W 
enquanto que a reactiva converge para o valor de 15.598 W, conduzindo a uma eficiência do 
sistema muito baixa, sendo o factor de potência de 0.074. Isto significa que só 7.4 % da 
energia fornecida é dissipada pela estrutura, sendo a restante utilizada para manter a placa em 
vibração. Na tabela 4.1 estão indicados os valores da potência activa, potência reactiva e 
factor de potência para os 4 casos considerados.  
2x2 4x4 
8x8 20x20 
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Tabela 4.1- Convergência da potência activa, reactiva e factor de potência 









2x2 0.607 96.590 0.006 
4x4 1.154 28.123 0.04 
8x8 1.159 18.808 0.064 
20x20 1.159 15.598 0.074 
 
A análise destes resultados revela que a potência activa converge muito mais 
rapidamente do que a potência reactiva. Com efeito, para um número de modos de 4x4, o erro 
cometido em relação ao resultado de referência, para 20x20 modos, é de 0,5% para a potência 
activa e 80% para a potência reactiva. 
O divergente da potência activa é usado para localizar a fonte e o absorsor de energia 
através do seu máximo e do seu mínimo. Neste caso, o cálculo do divergente é reduzido às 













=   (4.45) 
Uma representação vectorial da intensidade estrutural torna mais perceptível a 
trajectória seguida pelo fluxo de potência entre a fonte e o amortecedor. Nas figuras Fig.4. 23 
a Fig.4. 26 apresenta-se a representação vectorial do fluxo de potência activa na placa e o 
respectivo divergente para os 4 casos considerados. Nestas, verifica-se que para um número 
reduzido de modos, (2x2), já é visível o sentido do fluxo de potência. Relativamente à 
localização da fonte e do amortecedor, só começa a estar definida para um número de modos 
de 8x8, apesar de ainda não definirem a posição correcta, o que só se verifica para um número 
de modos de 20x20. Relativamente ao percurso do fluxo de potência, este realiza-se 
preferencialmente pela região inferior da placa e só depois é que converge para a posição do 
amortecedor. 
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Fig.4. 23 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a 
(0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 2x2. 
 
Fig.4. 24 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a 
(0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 4x4. 
 
Fig.4. 25 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a 
(0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 8x8. 
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Fig.4. 26 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a 
(0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 20x20. 
4.7 Discussão de resultados 
A formulação estabelecida e a metodologia implementada permitem determinar a 
intensidade estrutural ou fluxo de potência e o seu divergente, caracterizando-se a trajectória 
seguida pelo fluxo de potência e a localização da fonte e do absorsor de energia numa 
estrutura de tipo viga ou placa em vibração harmónica estacionária.  
Porém, como a determinação do campo de deslocamentos assenta na sobreposição 
modal, verifica-se a necessidade de incluir um número elevado de modos naturais de vibração 
para obter uma rigorosa distribuição da intensidade estrutural e do seu divergente. 

 Capítulo 4 – Intensidade Estrutural 
 Pág. 1 
Índice 
4.1 Introdução ................................................................................................................... 99 
4.2 Intensidade estrutural ................................................................................................ 99 
4.2.1 Intensidade estrutural em notação complexa ..................................................................... 102 
4.3 Intensidade estrutural em vigas .............................................................................. 103 
4.4 Intensidade estrutural em placas ............................................................................ 106 
4.5 Cálculo da intensidade estrutural e do divergente em vigas ................................ 109 
4.5.1 Viga simplesmente apoiada ............................................................................................... 110 
4.5.2 Viga bi-encastrada ............................................................................................................. 117 
4.6 Cálculo da intensidade estrutural e do divergente em placas .............................. 119 
4.6.1 Placa simplesmente apoiada .............................................................................................. 119 
4.7 Discussão de resultados ............................................................................................ 123 
 
Capítulo 4 – Intensidade Estrutural 
Pág. 2 
Lista de figuras 
 
Fig.4. 1 - Representação das componentes da tensão, velocidade e intensidade estrutural para um elemento 
infinitesimal. .............................................................................................................................................. 100 
Fig.4. 2 - Representação da intensidade estrutural instantânea ao longo de dois ciclos de vibração. .................. 101 
Fig.4. 3 - Representação do campo de tensões na secção transversal de uma viga: a) normais; b) corte. ........... 104 
Fig.4. 4 - Representação das tensões normais e tensões de corte num elemento infinitesimal de placa. ............. 106 
Fig.4. 5 - Representação dos esforços, deslocamentos e rotações no plano médio de uma placa. ....................... 107 
Fig.4. 6 - Esquema da viga simplesmente apoiada com excitação harmónica e amortecedor externo. ............... 110 
Fig.4. 7 - Representação do fluxo de potência da viga simplesmente apoiada com a excitação harmónica a 0.3 m 
e com amortecimento externo a 0.9 m. ...................................................................................................... 111 
Fig.4. 8- Representação das contribuições do momento flector e do esforço de corte para o fluxo de potência. 111 
Fig.4. 9 - Representação do divergente do fluxo de potência na viga simplesmente apoiada. ............................ 112 
Fig.4. 10 - Representação da potência activa e reactiva e da FRF em função da frequência para a viga 
simplesmente apoiada ................................................................................................................................ 113 
Fig.4. 11 - Representação da potência activa e reactiva e do factor de potência a partir da amplitude da força 
aplicada. ..................................................................................................................................................... 114 
Fig.4. 12 - Influência do amortecimento externo na potência activa e reactiva. .................................................. 114 
Fig.4. 13 - Representação da distribuição do fluxo de potência activa ao longo da viga para diferentes valores de 
amortecimento externo. .............................................................................................................................. 115 
Fig.4. 14 - Representação da intensidade activa para diferentes valores do coeficiente de amortecimento 
histerético. .................................................................................................................................................. 116 
Fig.4. 15 - Fluxo de potência para diferentes valores do coeficiente de amortecimento interno (coeficiente de 
amortecimento externo viscoso Cext=50 Ns/m). ....................................................................................... 116 
Fig.4. 16 - Representação da viga bi-encastrada em regime forçado harmónico. ................................................ 117 
Fig.4. 17 - Fluxo de potência na viga bi-encastrada: fonte a 0.36 m e o amortecedor a 0.7 m. ........................... 117 
Fig.4. 18 - Representação do divergente do fluxo de potência activa na viga bi-encastrada: fonte de excitação a 
0.36 m e o amortecedor a 0.7 m. ................................................................................................................ 118 
Fig.4. 19 – Contribuição do esforço de corte e do momento flector para o fluxo de potência. ........................... 118 
Fig.4. 20 - Representação da potência activa e reactiva na viga bi-encastrada em função do amortecimento 
externo. ....................................................................................................................................................... 119 
Fig.4. 21 – Placa simplesmente apoiada submetida a uma excitação harmónica e com amortecimento externo.119 
Fig.4. 22 –Módulo do fluxo de potência para uma placa simplesmente apoiada com a excitação a (0.6m ; 0.4m) e 
o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos: 2x2, 4x4, 8x8 e 20x20. .................................... 120 
Fig.4. 23 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a (0.6m ; 0.4m) e 
o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 2x2. ................................................................... 122 
Fig.4. 24 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a (0.6m ; 0.4m) e 
o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 4x4. ................................................................... 122 
Fig.4. 25 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a (0.6m ; 0.4m) e 
o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 8x8. ................................................................... 122 
Fig.4. 26 - Fluxo de potência e divergente para a placa simplesmente apoiada com a excitação a (0.6m ; 0.4m) e 
o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) para o número de modos 20x20. ............................................................... 123 
 
   CAPÍTULO 5 
 Intensidade Estrutural em Vigas pelo Método dos Elementos Finitos 
 

 Capítulo 5 – Intensidade Estrutural em Vigas pelo Método dos Elementos Finitos 
 Pág. 127 
5.1 Introdução 
No estudo dos fenómenos físicos, estes são descritos por expressões matemáticas, 
habitualmente na forma de equações diferenciais, as quais relacionam as várias grandezas 
consideradas de interesse para a descrição do fenómeno. Na maioria dos problemas, a 
obtenção da solução exacta das equações diferenciais torna-se numa tarefa difícil de 
concretizar. Nestes casos, a utilização de métodos de aproximação constitui um meio 
alternativo na obtenção da solução. 
De entre os vários métodos de aproximação para análise dinâmica de estruturas, os mais 
divulgados são os métodos das diferenças finitas e os métodos variacionais, como é caso do 
método de Rayleigh-Ritz e do método dos elementos finitos [23]. O método dos elementos 
finitos apresenta como vantagem, em relação ao método de Rayleigh-Ritz, o facto de adoptar 
uma metodologia de cálculo que sistematiza a obtenção das funções de aproximação em 
sub-regiões do domínio, as quais são designadas de elementos finitos [19, 20]. 
Neste estudo pelo método dos elementos finitos é apresentada a formulação para a 
determinação do fluxo de potência e do seu divergente em vigas. Nesta formulação por 
elementos finitos optou-se por abordar a metodologia que conduz à solução directa do 
problema em regime estacionário, em alternativa ao método da sobreposição modal, no qual, 
conforme foi apresentado no capítulo 3, é necessário um número elevado de modos naturais. 
Retomando as duas configurações de vigas adoptadas no cap. 4, a viga simplesmente apoiada 
e a viga bi-encastrada, a formulação estabelecida e a sua implementação em MATLAB são 
validadas.  
5.2 Discretização em elementos finitos 
O método dos elementos finitos assenta na discretização espacial do domínio por 
subdomínios interligados entre si em pontos discretos designados por nós, e permite analisar o 
comportamento dinâmico de uma estrutura através dos deslocamentos, velocidades e 
acelerações nodais em função do tempo, das características dinâmicas da estrutura, 
frequências e formas naturais de vibração, ou ainda através das funções de resposta em 
frequência. 
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No caso genérico de uma viga, o deslocamento transversal da viga ( )t,xv  é descrito 
pelos valores discretos nodais que se podem agupar no vector global ( ){ }tv , Fig. 5.1. 
x
v(x,t) vi-1(t) vi(t) vi+1(t)
nó i





Fig.5. 1- Discretização em elementos finitos. 
Os deslocamentos nodais da viga ( ){ }tv  e os deslocamentos nodais do elemento ( ){ }tve  
relacionam-se entre si através de uma matriz rectangular de indexação, 
 ( ){ } [ ] ( ){ }tvAtv ee =   (5.1) 
No método dos elementos finitos, a definição das funções de aproximação restringe-se a 
cada um dos sub-domínios ou elementos. De seguida, apresenta-se a formulação do elemento 
finito de viga utilizado neste trabalho. 
5.3 Formulação do elemento finito de viga 
De acordo com a teoria de Euler-Bernoulli de vigas adoptada na formulação analítica, 
utilizou-se um elemento finito de viga baseado nesta teoria. Na Fig.5. 2 apresenta-se o 
elemento de viga considerado. 
 
 f(x,t) 



















Fig.5. 2- Elemento finito de viga de Euler-Bernoulli. 
O elemento finito de viga utilizado apresenta dois nós e dois graus de liberdade por cada 
nó, o deslocamento transversal e a rotação da secção recta da viga. Os esforços associados a 
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cada grau de liberdade são, respectivamente, o esforço de corte e o momento flector. Os graus 
de liberdade ou deslocamentos nodais do elemento são agrupados no vector de deslocamentos 
generalizados { })t(ve , 
 
{ } { }Te2e2e1e1e )t()t(v)t()t(v)t(v θθ=   (5.2) 
onde os índices 1 e 2 referem-se, respectivamente, aos nós 1 e 2. Os esforços correspondentes 
são agrupados no vector { })t(Qe , designado por vector de forças generalizadas, 
 
{ } { }Te2e2e1e1e )t(M)t(Q)t(M)t(Q)t(Q =   (5.3) 
O campo de deslocamento ( )t,xve  no elemento finito é definido em termos de um 
conjunto de funções de interpolação e dos deslocamentos nodais. Assim, o campo de 
deslocamento transversal restringido a cada elemento exprime-se na forma: 
 











  (5.4) 
onde Ni(x) são as funções de interpolação que podem agupar-se numa matriz com a seguinte 
configuração: 
 [ ] [ ]4321 NNNNN =   (5.5) 
A aproximação ( )t,xve  do deslocamento transversal no elemento deve verificar as 
condições de fronteira traduzidas pelos deslocamentos nodais ( ) 4,3,2,1i,tvei = , isto é, 
 



















l   (5.6) 
Introduzindo estas condições de fronteira na aproximação 5.4 para ( )t,xve , então as 












l   (5.7) 





































l   (5.10) 
Neste caso, deve então escolher-se para as funções de interpolação um polinómio de 





321i xcxcxcc)x(N +++=   (5.11) 
Após a substituição deste polinómio nas condições 5.7 a 5.10, obtêm-se as seguintes 










































































Estas funções de interpolação são designadas de funções cúbicas de Hermite. Assim, o 













































































































  (5.14) 
Adoptando para o campo de velocidades a mesma interpolação do campo de 
deslocamentos, o que se designa por formulação consistente ou coerente, tem-se: 
 













  (5.15) 
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sendo ( ) 4,3,2,1i,tvei =&  as velocidades generalizadas que se podem agrupar no vector ( ){ }tve& , 
 
( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }T2211e ttvttvtv θθ= &&&&& &   (5.16) 
A energia potencial elástica no elemento de viga de Euler-Bernoulli é dada pela 
expressão: 
 






















  (5.17) 
onde E é o módulo de Young e I é o momento de 2ª ordem da secção transversal. Substituindo 
a aproximação 5.4 do campo de deslocamentos ( )t,xve  obtém-se: 
 
( ) { } [ ] [ ]{ }














  (5.18) 
onde [ ]ek  representa a matriz de rigidez do elemento e [ ]B  a matriz de deformações que 





























NdB   (5.19) 






 4,3,2,1j,i =  (5.20) 
ou então em notação matricial: 
 





  (5.21) 
A energia cinética no elemento de viga de Euler-Bernoulli é dada pela expressão, 
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  (5.22) 
Substituindo na expressão anterior o campo de velocidades ( )t,xve&  pela aproximação 
5.15 obtém-se: 
 
( ) { } [ ] [ ]{ }
















  (5.23) 






 4,3,2,1j,i =  (5.24) 
Em notação matricial pode escrever-se: 
 





  (5.25) 
O trabalho virtual realizado pelas forças exteriores ( )t,xf  actuantes no elemento vale: 
 





  (5.26) 
Após introdução da aproximação 5.4 do campo de deslocamentos tem-se: 
 
( ) ( ){ } [ ] ( )









  (5.27) 
onde o vector ( ){ }tf e  se designa por vector de forças generalizadas e cujas componentes são 
dadas pelas expressões: 
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A aplicação do princípio de Hamilton, com base nas expressões 5.18, 5.23 e 5.27, 
respectivamente da energia potencial, energia cinética e trabalho virtual das forças exteriores, 
permite estabelecer o sistema de equações diferenciais do movimento para o elemento, que, 
em notação matricial, tomam a forma: 
 
[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }tftvktvm eeeee =+&&   (5.29) 
onde o vector ( ){ }tve&&  contém as acelerações nodais ou generalizadas e cujas componentes são: 
 
( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }T2211e ttvttvtv θθ= &&&&&&&&&& &   (5.30) 
Adoptando como mecanismo de amortecimento interno o modelo histerético 
caracterizado pelo módulo de elasticidade complexo [27], a equação matricial do movimento 
do elemento amortecido rescreve-se na forma, 
 
[ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }tftvkjktvm eeeeee =µ++&&   (5.31) 
onde a matriz de rigidez passa a ser uma matriz complexa e µ  designa o factor de 
amortecimento histerético. 
Para uma viga de secção recta uniforme, a resolução das expressões 5.21 e 5.25 conduz 















































































  (5.33) 
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5.4 Formulação global 
A formulação global do problema consiste na obtenção das equações do movimento 
(modelo espacial) a partir das expressões da energia cinética e potencial e do trabalho virtual 
em função dos deslocamentos e forças nodais globais. Utilizando o princípio de Hamilton, a 
energia potencial elástica global vale: 
 










1UU   (5.34) 
onde E designa o número total de elementos finitos de viga da malha. Exprimindo a energia 
potencial elástica elementar em termos dos deslocamentos nodais globais, recorrendo à 
relação 5.1 e introduzindo-a na expressão anterior, obtém-se: 
 
{ } [ ] [ ][ ]{ }





















  (5.35) 
sendo [ ]k  a matriz de rigidez global resultante da assemblagem das matrizes elementares, 





eeTe AkAk   (5.36) 
De forma idêntica, para a energia cinética global vem, 
 
{ } [ ]{ }
{ } [ ] [ ][ ]{ }





























  (5.37) 
onde [ ]m  representa a matriz de massa global, 
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eeTe AmAm   (5.38) 
Para o trabalho virtual global das forças não-conservativas obtém-se: 
 
{ } ( ){ }
{ } [ ] ( ){ }



















  (5.39) 
sendo o vector ( ){ }tf  o vector das forças generalizadas globais, 





eTe tfAtf   (5.40) 









0Wdtdt)VT( , conduz ao sistema de 
equações diferenciais do movimento que se escreve na forma: 
 [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( ){ }tftvktvm =+&&   (5.41) 
em que [ ]m  é a matriz de massa generalizada e [ ]k  a matriz de rigidez generalizada, obtidas a 
partir da assemblagem das matrizes elementares de massa e de rigidez.  
Para introduzir nas equações do movimento a acção de amortecedores externos 
concentrados, admite-se, como no modelo analítico, que estes estabelecem uma ligação entre 
os graus de liberdade de deslocamento transversal dum nó da viga de coordenada cx  e um 
suporte fixo. A correspondente força de ligação pode escrever-se na forma seguinte: 
 ( ){ } [ ] ( ){ }tvctf cextc &=   (5.42) 
onde [ ]extc  é uma matriz de dimensão 2x2 cujo elemento é o coeficiente de amortecimento 
viscoso e o vector ( ){ }tvc  contém as velocidades generalizadas do nó de coordenada cx , as 
quais se relacionam com o vector de velocidades globais através de uma matriz de indexação, 
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 ( ){ } [ ] ( ){ }tvAtv cc && =   (5.43) 
Como o amortecedor desenvolve apenas uma força e não se considera que desenvolva 
momento, o vector ( ){ }tf c  e a matriz [ ]extc  têm a seguinte topologia: 

























ext  (5.44) 
O trabalho virtual da força de amortecimento é então dado pela expressão, 
 
{ } [ ] ( ){ }
{ } [ ] [ ][ ] ( ){ }




























  (5.45) 
onde cN  designa o número de amortecedores externos localizados e a matriz [ ]c  é a matriz de 
amortecimento global obtida por assemblagem e correspondente aos amortecedores externos 
localizados, 
 [ ] [ ] [ ][ ]cextTc AcAc =   (5.46) 
Assim, e conforme foi considerado no modelo analítico, a introdução de amortecimento 
interno histerético e amortecimento externo viscoso e localizado conduz ao seguinte sistema 
de equações diferenciais do movimento: 
 [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( )[ ] ( ){ } ( ){ }tftvkj1tvctvm =µ+++ &&&   (5.47) 
5.5 Resposta a uma solicitação harmónica 
Para uma solicitação harmónica ( ){ } { } tjeFtf ω=  em que { }F  é vector das amplitudes 
nodais da força de excitação e ω a frequência de excitação, a equação matricial do movimento 
toma a seguinte forma:  
 [ ] ( ){ } [ ] ( ){ } ( )[ ] ( ){ } { } tjeFtvkj1tvctvm ω=µ+++ &&&   (5.48) 
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Nestas condições, a resposta nodal ( ){ }tv  da viga a uma solicitação harmónica 
estacionária é do tipo: 
( ){ } { } tjeVtv ω=  
onde as componentes complexas do vector { }V  representam a amplitude e a fase da resposta 
para cada grau de liberdade. Inroduzindo esta resposta na equação do movimento obtém-se 
um sistema de N equações algébricas cuja solução é o vector { }V , 
 [ ] [ ] ( )[ ][ ] { } { }FVkj1cjm2 =µ++ω+ω−   (5.49) 
Uma vez determinado o vector global { }V  de amplitudes nodais, através da relação de 
indexação 5.1 determinam-se, numa segunda fase, os vectores { }eV  de amplitudes nodais dos 
elementos, com os quais se determinam os esforços internos generalizados { }eQ  em cada 
elemento finito, 
 
{ } [ ] ( )[ ]( ) { }eee2e Vkj1mQ µ++ω−=   (5.50) 
Com os deslocamentos generalizados { }eV  e as forças generalizadas { }eQ  em cada 
elemento finito, pode então proceder-se, numa terceira fase, ao cálculo do campo de 
intensidade e do seu divergente. 
5.6 Intensidade estrutural 
A intensidade estrutural definida no capítulo 4 combina os esforços internos e os 
correspondentes graus de liberdade. Assim, aplicando a formulação a cada elemento finito de 
viga, o fluxo de potência em cada nó i, 2,1i,Iei = , é calculado através dos esforços 
generalizados e dos correspondentes deslocamentos generalizados: 
 















i MvQIm2I   (5.51) 
em que ( )*eiv  é o complexo conjugado do deslocamento transversal do nó i e ( )*eiθ é o 
complexo conjugado da rotações do nó i. Uma vez determinada a intensidade estrutural em 
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cada nó de cada elemento, dispõe-se finalmente da sua distribuição global pela malha de 
elementos finitos, em particular em cada nó. 
Quanto ao divergente do fluxo de potência na viga, definido como a variação do fluxo 
de potência em ordem à variável espacial x, este pode determinar-se utilizando o método das 
diferenças finitas. Assim, o valor do divergente em cada nó, idivI , adoptando um esquema de 









=   (5.52) 
onde 1iI +  e 1iI −  designam a intensidade estrutural em dois nós adjacentes ao nó i e onde se 
assume que todos os elementos finitos apresentam o mesmo comprimento el . 
De forma a automatizar todo o procedimento de cálculo exposto foi implementado em 
ambiente MATLAB 5.0 um programa de elementos finitos para determinar o fluxo de 
potência e o divergente em vigas. 
De seguida, apresenta-se como aplicação de validação o cálculo do fluxo de potência e 
do seu divergente retomando as configurações da viga simplesmente apoiada e da viga 
bi-encastrada analisadas no capítulo 4. 
5.6.1 Viga simplesmente apoiada 
Na figura Fig.5. 3 está representada a viga simplesmente apoiada utilizada na análise, 











Fig.5. 3– Representação da viga simplesmente apoiada submetida a uma carga harmónica e com 
amortecimento externo localizado. 
Para determinar a distribuição do fluxo de potência e do seu divergente utilizou-se um 
modelo de elementos finitos em que a viga foi discretizada em 58 elementos. Nas figuras 
Fig.5. 4 e Fig.5. 5 estão representados o fluxo de potência e o seu divergente obtidos através 
da solução analítica e pelo método dos elementos finitos (MEF) para a viga simplesmente 
apoiada. 
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Fig.5. 4– Fluxo de potência na viga simplesmente apoiada: solução analítica e método dos 
elementos finitos 
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Fig.5. 5–Divergente do fluxo de potência na viga simplesmente apoiada: solução analítica e 
método dos elementos finitos. 
Pela análise comparativa da representação do fluxo de potência, Fig.5. 4, verifica-se que 
ambos os resultados são muito próximos, sendo que a solução analítica apresenta umas 
pequenas oscilações originadas pela utilização de um número limitado de modos naturais. 
Refira-se que a solução pelo método dos elementos finitos é determinada directamente a partir 
do modelo espacial, não envolvendo a truncatura modal do modelo utilizado. Quanto ao 
divergente, verifica-se que as soluções analítica e numérica são semelhantes e que ambas 
identificam de forma correcta as localizações da excitação e do amortecedor. Uma maior 
precisão na localização da excitação e do amortecedor pode ser obtida através de um 
refinamento da malha de elementos finitos. 
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5.6.2 Viga bi-encastrada 
Na Fig.5. 6 apresenta-se a configuração utilizada para a viga bi-encastrada e a 
localização da fonte e do amortecedor. 
x 








Fig.5. 6– Representação da viga bi-encastrada submetida a uma excitação exterior harmónica e 
com amortecimento externo. 
Procedendo de modo semelhante ao caso anterior e discretizando o domínio da viga 
bi-encastrada igualmente em 58 elementos, obteve-se a distribuição do fluxo de potência e o 
divergente que se representam, respectivamente, nas figuras Fig.5. 7 e Fig.5. 8. 
A análise da representação do fluxo de potência revela que a solução numérica define 
correctamente a zona activa da viga compreendida entre a fonte e o absorsor de energia. No 
entanto, na solução analítica verificam-se pequenas oscilações próximas da excitação e do 
amortecedor e devidas à truncatura modal. 
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Fig.5. 7–Fluxo de potência na viga bi-encastrada: solução analítica e método dos elementos finitos. 
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Fig.5. 8– Divergente do fluxo de potência na viga bi-encastrada: solução analítica e método dos 
elementos finitos. 
Na representação do divergente, Fig.5. 8, verifica-se que a solução pelo método dos 
elementos finitos apresenta o máximo e o mínimo correspondentes, respectivamente, às 
posições da excitação e do amortecedor. Com efeito, a representação do divergente pelos dois 
métodos é coincidente e identifica correctamente a localização da fonte e do absorsor de 
energia. 
Em resumo, a formulação estabelecida com base no método dos elementos finitos 
permite determinar o fluxo de potência ou a intensidade estrutural e através do seu divergente 
permite identificar de forma correcta a localização da excitação e do amortecedor. A 
implementação do método em computador, validada pela comparação com as soluções 
analíticas, constitui uma ferramenta aplicável a vigas de geometria complexa para as quais 
não se podem desenvolver soluções analíticas. Refira-se igualmente que a formulação 
estabelecida pelo método dos elementos finitos pode generalizar-se a outro tipo de estruturas, 
nomeadamente a placas. 
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6.1 Introdução 
A análise experimental apresentada neste capítulo surge como o complemento ao estudo 
efectuado nos capítulos anteriores com os métodos analíticos e numéricos no sentido de 
avaliar e/ou validar as metodologias abordadas de cálculo da intensidade estrutural. 
O capítulo inicia-se com uma apresentação de duas metodologias de tratamento e 
processamento da informação experimental para a determinação da intensidade estrutural dos 
sistemas analisados, viga simplesmente apoiada e viga bi-encastrada. De seguida apresenta-se 
uma descrição da montagem experimental assim como do equipamento de medição utilizado. 
Os ensaios de medição dos campos de velocidade e/ou aceleração para a obtenção da 
intensidade estrutural são precedidos de uma análise modal no sentido da validação dos 
modelos teóricos utilizados e da caracterização modal das estruturas analisadas. A análise e 
discussão dos resultados obtidos completa este capítulo. 
6.2 Metodologia de cálculo da intensidade estrutural 
De acordo com o formalismo estabelecido no capítulo 4, a intensidade estrutural não é 
uma grandeza directamente acessível pela medição experimental, já que resulta do produto 
entre os esforços internos e as velocidades que lhe estão associadas. Os campos de 
deslocamento e/ou velocidade de deslocamento podem ser directamente medidos. Porém, os 
campos de rotação e/ou velocidade de rotação são, normalmente, determinados de forma 
indirecta. Quanto aos esforços internos, estes são igualmente obtidos de uma forma indirecta, 
a partir da medição dos campos de deslocamentos e/ou deformações por recurso às equações 
da elasticidade. Assim, a determinação da intensidade estrutural por via experimental assenta 
na medição do campo de delocamentos e/ou velocidades de deslocamento, e, a partir deste, na 
obtenção dos campos de rotações e de velocidades de rotação, de momento flector e de 
esforço transverso. No caso particular das vigas e das placas finas, os esforços internos 
relacionam-se directamente com o campo de deslocamentos através da derivada espacial. 
No âmbito deste trabalho, na análise experimental realizada com vigas, mede-se o 
campo de velocidades ou acelerações na viga em situação de regime estacionário harmónico. 
A partir deste, determina-se o campo de deslocamento por integração no tempo e o campo de 
velocidade de rotação da secção recta da viga por derivação espacial. Os campos de momento 
flector e de esforço transverso são determinados por derivação espacial do campo de 
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deslocamentos, respectivamente duas e três vezes. Com base nestas grandezas determina-se a 
intensidade estrutural e o seu divergente, por derivação espacial da intensidade, para 
identificar o tramo da viga com fluxo de potência e a localização da fonte e do absorsor de 
energia. 
Os ensaios realizados consistiram na medição pontual da velocidade ou aceleração, na 
forma de amplitude e fase, à frequência fixa de excitação. Após medição em todos os pontos 
de uma malha pré-definida para as vigas em estudo, os campos medidos são devidamente 
integrados em função da variável tempo por forma a obter o respectivo campo complexo de 
deslocamentos )(V~ x . Para um espectro monocromático de excitação e resposta de frequência 
ω, o campo de deslocamentos relaciona-se com o respectivo campo de velocidades e de 












  (6.1) 
Conforme atrás exposto, a determinação do campo de rotações e dos esforços internos 
envolve a derivação em ordem à variável espacial do campo de deslocamentos. Para isso, é 
necessário utilizar uma metodologia para realizar aquela operação sobre uma quantidade 
obtida experimentalmente e que, por isso, contém “ruído” intrínseco ao processo de medição. 
Para seleccionar uma técnica para o cálculo da derivada espacial dos campos de 
deslocamentos medidos nos ensaios, procedeu-se a um estudo prévio de avaliação do 
comportamento de alguns métodos tendo por base uma função conhecida à qual se introduz 
uma componente de erro, e cujos resultados se apresentam no Anexo C. Como resultado desta 
análise seleccionaram-se as duas seguintes técnicas para tratar a informação obtida nos 
ensaios: 
• método das diferenças finitas modificado; 
• método da aproximação polinomial. 
O método das diferenças finitas, aqui designado por modificado, é melhorado com a 
aplicação prévia de um filtro à informação experimental. 
Ambos os métodos manifestam serem pouco sensíveis à presença de perturbações 
ligeiras na informação a tratar. Por esta razão, e pela simplicidade de implementação, são 
estas as técnicas adoptadas neste trabalho para determinar as derivadas espaciais do campo de 
deslocamentos para a determinação da intensidade estrutural nos ensaios realizados. 
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Para a identificação da excitação e do absorsor recorre-se à determinação do divergente 
da intensidade estrutural definido pela sua derivada em ordem à variável espacial. Na 
determinação do divergente utilizou-se o método das diferenças finitas centrais aplicado à 






  i=1, ..., N (6.2) 
onde i1i xxx −=∆ +  representa o passo e N o número de pontos de discretização. 
Para automatizar o procedimento de determinação do campo de intensidade estrutural e 
do seu divergente, a partir do campo de deslocamentos medido, desenvolveu-se um programa 
em MATLAB 5.0 que implementa as duas técnicas adoptadas. 
6.2.1 Método das diferenças finitas modificado 
O método das diferenças finitas centrais modificado difere do método corrente na 
medida em que se cria um espelho nos extremos da função representativa do campo de 
deslocamentos, introduzindo com isto melhorias nas derivadas calculadas. Para além disso, o 
método das diferenças finitas é aplicado ao campo de deslocamentos após uma filtragem 
prévia realizada no domínio do número de onda. A representação do campo de deslocamentos 
no domínio do número de onda é realizada através da sua transformada de Fourier. O 
objectivo desta filtragem é eliminar dos deslocamentos medidos o “ruído” de alta frequência, 
conseguindo-se assim um amaciamento da sua distribuição. O campo de deslocamentos 
filtrado )x(V~F  é obtido pela seguinte expressão: 
)x(V~F = F -1 (Filtro* F ( )x(V~ ))   (6.3) 
onde F e F -1 representam, respectivamente, a transformada e a transformada inversa de 
Fourier. 
Por definição, o campo de rotação da secção recta da viga é dado pela primeira derivada 
do campo de deslocamentos. Aplicando o método das diferenças finitas centrais, em cada 









 i=1, ..., N  (6.4) 
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Para a determinação do momento flector, que se relaciona com a curvatura, que é 
representada pela segunda derivada do deslocamento em ordem à variável x, a expressão das 














 i=1, ..., N   (6.5) 
 O cálculo do esforço de corte requer a terceira derivada do campo de deslocamento. A 














 i=1, ..., N (6.6) 
A aplicação desta técnica requer uma selecção adequada do filtro de amaciamento dos 
valores medidos. Neste trabalho, a selecção do filtro foi realizada de uma forma iterativa e 
heurística, baseada na representação do campo de deslocamentos no domínio do número de 
onda. 
A validação da implementação da metodologia em MATLAB foi feita com base num 
campo de deslocamentos analítico. Nas Fig. 6.1 a Fig. 6.3 apresenta-se uma comparação entre 
a solução analítica e a determinada pelo método das diferenças finitas modificado. 






















Dif. finitas  
 
Fig. 6.1 – Fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método das diferenças finitas 
modificado. 
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Momento flector analítico    
Momento flector dif. finitas 
Esforço de corte analítico   
Esforço de corte dif. finitas
 
Fig. 6.2 – Componentes do fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método das 
diferenças finitas modificado. 

















Fig. 6.3 – Divergente do fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método das 
diferenças finitas modificado. 
A análise comparativa valida a metodologia assim como a sua implementação. No 
entanto, verifica-se um desvio no fluxo de potência, Fig. 6.1, que se justifica, basicamente, 
pelo desvio associado à componente devida ao esforço de corte, Fig. 6.2. Com efeito, na 
determinação do esforço de corte, envolvendo a terceira derivada espacial, é expectável que se 
manifeste o efeito da propagação de erro associada ao método das diferenças finitas. Porém, o 
divergente identifica claramente a localização da fonte e do amortecedor. 
6.2.2 Aproximação polinomial 
Esta técnica consiste no ajustamento do campo de deslocamentos medido por um 
polinómio de grau n, com base no qual se procede ao cálculo das derivadas através dos 
coeficientes ajustados [25]. Assim, o campo de deslocamentos medido é descrito pela função 
polinomial, 










+++++= xxxxx   (6.7) 
cujos coeficientes são determinados através  do ajustamento desta função aos deslocamentos 
medidos. 
Após determinação dos coeficientes do polinómio, procede-se à obtenção do campo de 










++++= −   (6.8) 
O momento flector, proporcional à curvatura, resulta da segunda derivada do campo de 










+++−= −   (6.9) 
O esforço de corte resulta da derivada do momento flector e requer a terceira derivada 










+++−−= −  (6.10) 
Refira-se que a selecção do grau do polinómio é um processo iterativo assente no 
objectivo de minimização do desvio entre o campo de deslocamentos medido e a aproximação 
polinomial ajustada. 
Para validar a metodologia e a sua implementação em MATLAB procedeu-se a uma 
análise assente num campo de deslocamentos analítico. Nas Fig. 6.4 a Fig. 6.6 apresenta-se 
uma comparação entre a solução analítica e a determinada pelo método da aproximação 
polinomial. Neste caso, o desvio da distribuição do fluxo de potência em relação à solução 
analítica é mais significativo que no método das diferenças finitas modificado. A análise da 
Fig. 6.5 mostra que, também neste caso, é a componente devida ao esforço de corte que mais 
se afasta da solução analítica, ao contrário da componente devida ao momento flector que 
apresenta uma boa concordância. Em consequência, a propagação de erro atinge o divergente, 
Fig. 6.6, que, no entanto, permite ainda localizar a fonte e o amortecedor. 
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Sol. analítica   
Aprox. polinomial
 
Fig. 6.4 – Fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método da aproximação 
polinomial 



















Momento flector analítico         
Momento flector aprox. polinomial 
Esforço de corte analítico        
Esforço de corte aprox. polinomial
 
Fig. 6.5 – Componentes do fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método da 
aproximação polinomial 














Sol. analítica   
Aprox. polinomial
 
Fig. 6.6 – Divergente do fluxo de potência: solução analítica e determinação pelo método da 
aproximação polinomial. 
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6.3 Montagem experimental 
A montagem da viga simplesmente apoiada e da viga bi-encastrada foi realizada sobre 
uma base de apoio materializada por uma mesa anti-vibratória da marca Newport, conferindo 
ao sistema um elevado isolamento de vibrações. Em todas as montagens houve o cuidado de 
garantir uma elevada rigidez da estrutura de suporte de modo a evitar perturbações externas. 
6.3.1 Apoios 
Para realizar a condição da viga simplesmente apoiada, a viga foi montada sobre uma 
articulação plana e uma articulação simples. As articulações foram materializadas através de 
eixos em material compósito, aos quais foi efectuado um pequeno entalhe de modo a garantir 
que o plano neutro da viga coincidisse com o eixo de rotação do apoio. 
 
Fig. 6. 7 - Eixos dos apoios utilizados na implementação da viga simplesmente apoiada. 
Os eixos, através da superfície do entalhe, foram colados nas extremidades da viga e 
montados em rolamentos de agulhas. Para o apoio duplo, os rolamentos foram fixos a 
elementos estruturais que lhes conferem restrição de movimento em translação nas direcções 
ortogonais ao eixo de apoio; quanto ao apoio simples, a restrição ocorre segundo a direcção 
transversal da viga, podendo esta mover-se segundo a direcção longitudinal. Ambos os apoios 
estão representados na Fig. 6. 8. 
       
Fig. 6. 8 – Apoios para a viga simplesmente apoiada: a) duplo ; b) simples. 
No que concerne à montagem da viga correspondente à condição de bi-encastrada 
utilizaram-se suportes rígidos que restringem qualquer tipo de movimento, translação e/ou 
rotação. O dimensionamento destes suportes é apresentado no Anexo B e estão representados 
a) b) 
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na Fig. 6. 9. A fixação da viga ao suporte é realizada por uma placa que fixa a viga contra o 
suporte através de seis parafusos M8. 
 
Fig. 6. 9 - Suporte para encastramento. 
6.3.2 Excitação 
A excitação das estruturas foi realizada por intermédio de um excitador 
electromagnético da marca LDS. Este foi colocado suspenso numa estrutura tipo pórtico 
através de cabos de ligação com o intuito de facultar graus de liberdade ao sistema de 
excitação. A ligação entre o excitador e a viga consistiu na utilização de uma haste 
suficientemente flexível para não introduzir na excitação momentos flectores. 
6.3.3 Transdutores e analisador dinâmico de sinal 
Como equipamento de análise da força de excitação e da resposta utilizou-se o 
analisador dinâmico de sinal de dois canais Hewlett Packard modelo 35665A. 
Para medir a força dinâmica aplicada foi utilizado o transdutor de força Dytran 1051V3. 
A resposta dinâmica foi medida utilizando um transdutor “laser”, Polytec Laser 
Vibrometer modelo OFV-30001, e um acelerómetro piezo-elétrico da Brüel & Kjær modelo 
OrthoShear 4507. 
Por se tratar de um transdutor de tecnologia mais recente, faz-se uma breve referência 
ao modelo e funcionamento do transdutor laser assim como à qualidade de medição por 
comparação com um acelerómetro piezo-eléctrico. No Anexo A apresenta-se de forma mais 
detalhada a descrição do modo operativo deste transdutor. A vibrometria laser funciona por 
interferometria óptica, a qual permite realizar medições em deslocamento e/ou velocidade 
com grande resolução, muito inferior ao comprimento de onda, com valores da ordem de 1 
nm. Uma das grandes áreas de aplicação desta técnica é a medição pontual de vibrações. Com 
efeito, destaca-se como grande vantagem da aplicação da interferometria óptica o facto de se 
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poderem realizar medições sem contacto, não causando qualquer perturbação no sistema a 
medir. Além disto, esta técnica viabiliza a medição da vibração em superfícies animadas de 
movimento de rotação.  
O vibrómetro laser comporta-se como um vulgar acelerómetro, apresentando na sua 
saída um sinal processado electronicamente na forma de deslocamento e/ou de velocidade.  
Para analisar e comparar a resposta do transdutor laser recorreu-se à utilização de uma 
montagem experimental ilustrada na Fig. 6. 10, com o acelerómetro piezo-elétrico colado 
numa das faces da viga e o feixe do transdutor laser a incidir sobre o acelerómetro.  
Para garantir uma boa reflexão do feixe objecto, foi colada no acelerómetro uma fita 
adesiva com propriedades reflectoras. A viga foi excitada com ruído branco na banda de 
frequências entre 0 e 800 Hz e a resposta foi medida por ambos os transdutores. 
 
Fig. 6. 10 - Montagem para comparação da resposta medida com o acelerómetro e o transdutor 
laser. 
A resposta em velocidade medida pelo transdutor laser foi derivada pelo analisador de 
sinal de modo a obter a resposta em aceleração. Na Fig. 6. 11 apresenta-se a razão entre as 
respostas medidas pelo transdutor laser e pelo acelerómetro piezo-elétrico, respectivamente 
sob a forma da amplitude e fase. 
A partir dos resultados obtidos, conclui-se que ambos os transdutores apresentam a 
mesma resposta em amplitude. Quanto à fase, esta apresenta ligeiras flutuações, as quais 
podem ser justificadas pelo facto do acelerómetro piezo-eléctrico apresentar alguma 
sensibilidade transversal (valor anunciado pelo fabricante <5%), algo que não se verifica com 
o transdutor laser. 
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Fig. 6. 11 - Razão da resposta do transdutor laser e do acelerómetro. 
6.4 Análise modal experimental 
A análise modal experimental é utilizada para identificar as frequências e formas 
naturais das duas vigas analisadas, uma delas simplesmente apoiada e a outra bi-encastrada. 
Esta análise é realizada com o auxílio do programa comercial Cada-PC®. 
6.4.1 Viga simplesmente apoiada 
Na Fig. 6. 12 apresenta-se a montagem da viga simplesmente apoiada destacando-se, no 
canto superior esquerdo da figura, a ligação entre o excitador electromagnético e a viga. 
A preparação do modelo consistiu na sua discretização em 59 pontos com espaçamento 
igual a 2 cm. Para a análise foi seleccionada a banda de frequências de [0 ;800] Hz.  
A excitação imposta à estrutura foi medida através de um transdutor de força com massa 
igual a 32g, correspondente a 2.3% da massa total da viga. Para instalar o transdutor de força 
utilizou-se um adesivo estrutural de modo a garantir a sua perfeita ligação à superfície da 
viga. A excitação foi aplicada numa secção não estacionária da viga para a banda de 
frequências seleccionada para a análise. Para isso, realizou-se previamente uma análise para 
determinação das secções nodais da viga. 
roAcelerómet
LaserTransdutorj ⋅ω
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Fig. 6. 12 – Montagem experimental da viga simplesmente apoiada e da excitação. 
A medição da resposta em velocidade foi efectuada em cada um dos 59 pontos ao longo 
do eixo da viga com o transdutor laser colocado perpendicularmente à viga.  
Tomando para excitação a secção da viga correspondente ao ponto 16 do conjunto de 
pontos em que esta foi discretizada, a 30 cm do apoio duplo, foram medidas as respectivas 59 
funções de resposta em frequência, de tipo mobilidade, sendo cada uma delas a média de 100 























Fig. 6. 13 - Representação de cinco funções de mobilidade medidas na viga simplesmente apoiada. 
No estudo realizado no capítulo 3, relativo à viga simplesmente apoiada, foi calculada a 
amplitude da função mobilidade directa )(H 16,16 ω& , a qual agora se compara com a função 
medida na Fig. 6. 14. 
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Fig. 6. 14 - Função mobilidade (directa) teórica e experimental da viga simplesmente apoiada. 
Da inspecção da Fig. 6. 14 verifica-se existir uma boa concordância entre as duas 
funções. Contudo, o modelo experimental apresenta amplitudes inferiores nas frequências de 
ressonância, provavelmente devido a um amortecimento de valor superior. Várias podem ser 
as causas apontadas, sendo uma das mais prováveis o facto de o apoio simples ser obrigado a 
mover-se ao longo de uma guia, onde a presença do atrito entre as superfícies confere um 
amortecimento adicional. Realça-se também o facto das frequências naturais obtidas por via 
experimental apresentarem valores ligeiramente superiores (5.5%) relativamente aos que são 
teoricamente previstos. Este comportamento poderá resultar do facto do comprimento efectivo 
da viga ser ligeiramente inferior àquele que foi teoricamente adoptado, devido à colagem das 
extremidades da viga nos eixos das articulações.  
Conforme anteriormente referido, a identificação modal foi realizada através do 
programa comercial Cada-PC®. Na Fig. 6. 15 representa-se a etapa correspondente à 
identificação dos pólos. Na análise foram identificadas as 9 primeiras frequências naturais, as 
respectivas razões de amortecimento e as correspondentes formas naturais de vibração.  
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Fig. 6. 15- Identificação modal: procedimento de selecção dos pólos. 
Na tabela 6.1 estão apresentadas as frequências naturais obtidas na banda de frequência 
analisada. Da tabela constam os valores experimentais, os valores analíticos e o erro relativo 
entre ambos. O erro relativo máximo ocorre para a primeira frequência natural e corresponde 
a 5.5%. Este é em grande parte justificado pela baixa resolução do analisador que, neste 
ensaio, foi de 1 Hz. 
Tabela 6.1- Frequências naturais de vibração teóricas e experimentais, a razão de 












1 8.5 8.970 16.06% 5.5% 
2 34 34.698 3.08% 2.0% 
3 76.3 79.716 2.28% 4.5% 
4 135.6 139.258 0.46% 2.7% 
5 211.9 215.680 0.25% 1.8% 
6 305.2 308.343 0.59% 1.0% 
7 415.4 420.052 0.49% 1.1% 
8 542.6 542.731 0.82% 0.0% 
9 686.7 704.190 0.78% 2.5% 
 
As formas naturais de vibração identificadas estão representadas na Fig. 6. 16, e são, 
como era previsível, análogas às obtidas a partir do modelo teórico anteriormente 
apresentadas no capítulo 3. 
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Fig. 6. 16 - Formas naturais de vibração da viga simplesmente apoiada por análise modal 
experimental. 
Para validação da análise, o programa Cada-PC® dispõe de duas ferramentas de 
verificação designadas respectivamente por Matriz MAC (Modal Assurance Criterium) e 
Função de Resposta em Frequência Sintetizada. Ambas as ferramentas atestam a qualidade da 
identificação efectuada e o grau de confiança da representatividade do modelo. A matriz 
MAC avalia o grau de interdependência das formas naturais de vibração identificadas e está 
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representada na tabela 6.2. A análise dos seus valores permite concluir que o grau de 
confiança da identificação é elevado, validando, pois, o modelo identificado. 





















8.97 100 0.5 0.6 4.2 0.3 0.4 2.1 0 0.3 
34.69 0.5 100 0.3 0 0.2 0.1 0.1 0 0.2 
79.71 0.6 0.3 100 1.6 0 0 0.4 0 0 
139.26 4.2 0 1.6 100 0.2 0 0.2 0 0 
215.68 0.3 0.2 0 0.2 100 0.1 0 0 0 
308.34 0.4 0.1 0 0 0.1 100 0 0 0 
420.05 2.1 0.1 0,4 0.2 0 0 100 0 0.1 
542.73 0 0 0 0 0 0 0 100 0.7 
704.19 0.3 0.2 0 0 0 0 0.1 0.7 100 
 
As funções de resposta em frequência sintetizadas permitem verificar a qualidade do 
modelo obtido perante o modelo de resposta medido. Na Fig. 6. 17 representa-se a 
comparação entre a função FRF8,16 medida e sintetizada. Verifica-se que a função sintetizada 
acompanha, globalmente, a função medida. Resultados idênticos foram obtidos para as outras 
funções de resposta em frequência, permitindo concluir que o modelo identificado representa 
de forma fidedigna o comportamento do modelo real. 
 
Fig. 6. 17 - Função de resposta em frequência medida e sintetizada da viga simplesmente apoiada 
(ponto 8). 
6.4.2 Viga bi-encastrada 
O procedimento de identificação modal para a viga bi-encastrada foi em tudo idêntico 
ao exposto na secção anterior para a viga simplesmente apoiada.  
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A viga bi-encastrada foi discretizada em 59 pontos de medição espaçados de 2 cm. A 
selecção para ponto de excitação recaiu no ponto 19 situado à distância de 36 cm a partir de 
um dos apoios. A banda de frequências analisada situou-se no intervalo de 0 a 800 Hz. 
Da análise efectuada obteve-se um conjunto de 59 funções de resposta em frequência, 




















Fig. 6. 18- Representação de quatro funções de mobilidade medidas na viga bi-encastrada. 
Com o programa Cada-PC® procedeu-se à identificação modal experimental, a qual 
conduziu à identificação das frequências naturais e das razões de amortecimento indicadas na 
tabela 6.3. Os valores das frequências naturais identificadas apresentam desvios irrelevantes 
relativamente aos valores teóricos, sendo o erro relativo máximo de 2.2% para a primeira 
frequência natural de vibração. Este erro, à semelhança do caso anterior, resulta basicamente 
da resolução em frequência utilizada no analisador ser de 1 Hz. 
Tabela 6.3 – Frequências naturais de vibração teóricas e experimentais, razões de 




Valor Teórico Valor Experimental Cada-Pc  
 





1 19.2 19.622 2.36% 2.2% 
2 53.0 53.208 1.09% 0.4% 
3 103.8 104.069 0.46% 0.3% 
4 171.7 171.349 0.76% 0.2% 
5 256.5 252.738 0.24% 1.5% 
6 358.2 353.659 0.17% 1.3% 
7 476.9 477.845 0.67% 0.2% 
8 612.5 605.714 0.10% 1.1% 
9 765.1 755.172 0.09% 1.3% 
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Na Fig. 6. 19 estão representadas as formas naturais identificadas e que se revelam 






Fig. 6. 19 - Formas naturais de vibração da viga bi-encastrada por análise modal experimental. 
A matriz MAC, parâmetro auxiliar de validação do modelo identificado, está 
representado na tabela 6.4. Os seus valores indicam um completo desacoplamento entre os 
modos identificados.  
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19.62 100 0.4 0 0.1 0.1 0 2.5 0 0 
53.20 0.4 100 0.1 0.1 0.1 0 0.5 0 0.1 
104.07 0 0.1 100 0.1 0 0 0.2 0.1 0.1 
171.35 0.1 0.1 0.1 100 0.2 0.1 0 0.2 0 
252.74 0.1 0.1 0 0.2 100 0.5 0.3 0.1 0 
353.66 0 0 0 0.1 0.5 100 0.1 0 0.1 
477.84 2.5 0.5 0.2 0 0.3 0.1 100 0.1 0.1 
605.71 0 0 0.1 0.2 0.1 0 0.1 100 0.3 
755.17 0 0.1 0.1 0 0 0.1 0.1 0.3 100 
 
A sintetização das funções de resposta em frequência nos pontos de medição revelou 
uma concordância satisfatória entre as funções medidas e as funções sintetizadas. Na Fig. 6. 
20 apresenta-se a sua comparação para a função de resposta em frequência directa.  
 
Fig. 6. 20 – Função de resposta em frequência medida e sintetizada da viga bi-encastrada (ponto de 
excitação). 
Com base nestes dois indicadores e igualmente na boa concordância entre os valores 
experimentais e teóricos, aceita-se o modelo identificado como válido.  
As análises realizadas tiveram como principal objectivo a validação dos modelos 
analíticos considerados para estas estruturas, na perspectiva do estudo que se segue de 
determinação e análise do fluxo de potência em regime estacionário harmónico por via 
experimental. 
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6.5 Determinação experimental da intensidade estrutural 
6.5.1 Amortecedores 
Para que ocorra o fluxo de potência é necessário que exista uma fonte e um absorsor de 
energia na estrutura. A fonte de energia utilizada foi o excitador electromagnético. O 
elemento absorsor, com a função de dissipar energia do sistema foi implementado através de 
um amortecedor externo acoplado às vigas. Relativamente ao amortecedor, carece tecer 
algumas considerações quanto ao elemento em si e relativamente à sua implementação no 
sistema. Esta não deve alterar de forma significativa as propriedades de massa e de rigidez das 
vigas em estudo. Por isso, várias soluções foram ensaiadas, apresentando-se de seguida as que 
conduziram ao melhor desempenho. 
No conjunto dos vários ensaios realizados destacam-se dois modelos de amortecedores, 
funcionando um deles com ar e outro com óleo. No caso do modelo a ar, amortecedor 
comercial da AIRPOT®, este vem munido de um êmbolo em grafite, apresentando por isso 
um atrito reduzido entre as paredes do cilindro e o êmbolo. Ao contrário, o amortecedor de 
óleo introduz um atrito assinalável pelo facto de utilizar borrachas entre a haste e o cilindro 
para garantir a estanquidade do óleo.  
Na extremidade da haste dos amortecedores foi montado uma ligação articulada de 
modo a evitar momentos reactivos e garantir a aplicação de uma força de amortecimento 
pontual. 
Amortecedor a ar 
 
Amortecedor a óleo 
 
Fig. 6. 21- Representação dos dois modelos de amortecedor. 
De modo a afinar todo o processo, procedeu-se à calibração dos amortecedores. Esta foi 
efectuada com base num sistema com um grau de liberdade, através da montagem em consola 
de uma viga em alumínio na extremidade (a 53 cm do encastramento) da qual se montou um 
corpo rígido de massa igual a 2.34 kg, que corresponde a cerca de 20 vezes a massa da viga, 
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Fig. 6. 22. Ao corpo rígido foi ligado o amortecedor intercalado com um transdutor de força 
para a medição da força de amortecimento. 
 
Fig. 6. 22 – Sistema com um grau de liberdade para a calibração dos amortecedores. 
Uma força dinâmica foi aplicada ao corpo rígido através de um excitador 
electromagnético colocado na face oposta à do amortecedor, como é visível no pormenor da 
Fig. 6. 22. A medição da velocidade foi efectuada na face oposta à do excitador usando o 
transdutor laser.  
A calibração dos amortecedores foi realizada para um conjunto de frequências 
consideradas relevantes para o desenvolvimento deste trabalho (7Hz, 15Hz, 25Hz e 60 Hz). 
Na Fig. 6. 23 representam-se os valores medidos de velocidade e respectiva força no 
amortecedor para cada um dos amortecedores às frequências consideradas. Efectuando uma 
regressão linear dos valores medidos foi traçado o respectivo gráfico da força versus 
velocidade para identificar o correspondente coeficiente de amortecimento viscoso.  
Pela análise dos gráficos da Fig. 6. 23 verifica-se que os amortecedores apresentam uma 
boa linearidade entre a força de amortecimento e a velocidade. Além disso, o amortecedor a 
óleo apresenta um coeficiente de amortecimento superior aos demais para todas as 
frequências consideradas. Na Fig. 6. 24 representa-se, para os diferentes modelos de 
amortecedores, a evolução do coeficiente de amortecimento com a frequência. Verifica-se 
que, globalmente, o coeficiente de amortecimento decresce com o aumento da frequência, 
apesar de, no modelo Airpot 160A, se registar uma inversão dessa tendência, apresentando a 
60Hz o valor do coeficiente de amortecimento de 6.7 Ns/m. 
Transdutor de força 
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Ensaio a 7 Hz
F = 75.841v - 0.4231
F = 462.47v + 0.2336

















Ensaio a 15 Hz
F = 85.633x + 0.0084
F = 35.874v - 0.0043
















Ensaio a 25 Hz
F = 3.9723v + 0.0145F = 11.518v + 0.0076

















Ensaio a 60 Hz
F = 59.611x + 0.0018



















Fig. 6. 23- Força de amortecimento versus velocidade dos amortecedores para quatro frequências 
diferentes. 




















































Fig. 6. 24 – Coeficiente de amortecimento dos diferentes modelos de amortecedores em função da 
frequência. 
Amortecedor com óleo 40W50  Amortecedor de Ar- modelo 325A Amortecedor de Ar- modelo 160A  
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6.5.2 Viga simplesmente apoiada 
No intuito de determinar e analisar a intensidade estrutural ou fluxo de potência na viga 
simplesmente apoiada, a fonte de excitação, o excitador electromagnético, foi colocado no 
ponto 16 da malha da viga (xp=300mm), e o absorsor de energia, o amortecedor, foi 
posicionado no ponto 41 (xc=800mm), conforme se mostra na Fig. 6. 25. 
 
Fig. 6. 25 - Montagem da viga simplesmente apoiada. 
Para esta configuração da viga simplesmente apoiada foram realizados vários ensaios à 
frequência de excitação de 7 Hz e modificando o coeficiente de amortecimento externo por 
troca dos amortecedores. Do conjunto de ensaios realizados apresentam-se e discutem-se os 
resultados dos três ensaios seguintes: 
 
Ensaio I - Medição do campo de deslocamentos 
• excitação: harmónica  
• frequência: 7 Hz 
• força dinâmica: 2.77  N 
• amortecedor: a ar, modelo Airpot 325A 
 
Ensaio II - Medição do campo de deslocamentos 
• excitação: harmónica  
• frequência: 7 Hz 
• força dinâmica: 0.72 N 
• amortecedor: a ar, modelo Airpot 160A 
 
Ensaio III - Medição do campo de deformações 
• excitação: harmónica  
• frequência: 7 Hz 
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• força dinâmica: 1.7 N 
• amortecedor: a ar, modelo Airpot 160A 
6.5.2.1 Ensaio I – Análise e discussão de resultados 
Na Fig. 6. 26 estão representados, em magnitude e fase, o campo de deslocamentos 
medido, o campo de deslocamentos analítico, e ainda a aproximação polinomial e a 
aproximação após filtragem no domínio do número de onda para o campo de deslocamentos 
medido. Da análise da Fig. 6. 26 verifica-se existir uma boa concordância entre os valores 
experimentais e os valores obtidos pela solução analítica, apesar de um pequeno desfasamento 
na fase, o qual poderá estar relacionado, eventualmente, com o facto de as articulações da 
haste do amortecedor apresentarem uma ligeira folga. Refira-se, igualmente, a boa 
concordância entre o campo de deslocamentos medido e a aproximação polinomial e a 
aproximação com filtragem. No entanto, são de salientar os desvios observáveis ao nível dos 





























Fig. 6. 26 - Campo de deslocamentos com o amortecedor modelo Airpot 325A. 
Com base no campo de deslocamentos medido procedeu-se de seguida à determinação 
do fluxo de potência. Com a aproximação polinomial calcularam-se as derivadas espaciais por 
derivação polinomial, e com a aproximação por filtragem no domínio do número de onda 
procedeu-se à derivação espacial utilizando o método das diferenças finitas modificado. Na 
Campo de deslocamento 
Polinómio grau 13 Número de onda [0 3] Campo Analítico Campo Medido 
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Fig. 6. 27 está representado o fluxo de potência obtido pelas técnicas citadas e ainda o obtido 























Fig. 6. 27 - Campo de intensidade activa na viga simplesmente apoiada com o amortecedor modelo 
Airpot 325A. 
A observação da Fig. 6. 27 revela que na região da viga compreendida entre a excitação 
e o amortecedor, o fluxo de potência do modelo experimental apresenta uma concordância 
com o previsto pelo modelo teórico. Refira-se também que nesta região o resultado fornecido 
pelas duas técnicas utilizadas é idêntico. Porém, nas extremidades da viga, junto dos apoios, o 
resultado do modelo experimental desvia-se do modelo teórico, o que neste caso dificulta a 
identificação da localização da excitação e do amortecedor. Este desvio resulta das 
perturbações no campo de deslocamentos referidas na Fig. 6. 26. 
6.5.2.2 Ensaio II – Análise e discussão de resultados 
No Ensaio II substituiu-se o amortecedor pelo modelo Airpot 160A, tendo-se mantido 
todas as restantes condições. Na Fig. 6. 28 encontra-se representado, sob a forma de 
amplitude e fase, o campo de deslocamentos analítico e o medido, assim como a aproximação 
polinomial e a aproximação por filtragem do campo de deslocamentos medido. 
Neste caso, pode observar-se uma boa concordância entre os campos de deslocamentos 
analítico e medido, e uma boa qualidade da aproximação global quer para a interpolação 
polinomial quer para a filtragem no domínio do número de onda. Porém, tal como no Ensaio 
I, é notória alguma discrepância junto dos apoios. 
Com base no campo de deslocamentos medido, procedeu-se à determinação do campo 
de intensidade activa ou fluxo de potência pelas duas técnicas referidas. Os resultados obtidos 
e o campo teórico estão representados na Fig. 6. 29. 
Modelo teórico Método do polinómio Método das diferenças finitas 
Modelo experimental 
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Sol. analítica      
Campo medido        
Aprox. polinomial   
Aprox. no domínio do
 número de onda     











Sol. analítica      
Campo medido        
Aprox. polinomial   
Aprox. no domínio do
 número de onda     
 
Fig. 6. 28 - Campo de deslocamentos na viga simplesmente apoiada com o amortecedor modelo 
Airpot 160A. 




















Sol. analítica               
Aprox. polinomial            
Metodo das diferenças finitas
 
Fig. 6. 29- Campo de intensidade activa na viga simplesmente apoiada com o amortecedor modelo 
Airpot 160A. 
Apesar de neste ensaio se verificar uma boa concordância para o campo de 
deslocamentos, os resultados obtidos para o fluxo de potência ou intensidade activa, Fig. 6. 
29, não traduzem a distribuição desta grandeza ao longo da viga. 
Campo de deslocamento 
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 Na tentativa de compreender e esclarecer os resultados obtidos neste ensaio para o 
fluxo de potência, e contornar as dificuldades inerentes ao cálculo das derivadas espaciais do 
campo de deslocamentos, definiu-se o Ensaio III que se apresenta na secção seguinte. 
6.5.2.3 Ensaio III - Configuração 
O objectivo principal deste ensaio consiste na determinação do campo de intensidade a 
partir do campo de deslocamentos medido e do campo de momentos flectores obtido a partir 
da medição do campo de deformações. Com esta informação experimental pretende-se 
calcular a distribuição do fluxo de potência recorrendo apenas a uma derivação espacial de 
ordem 1. Assim, o campo de rotação será obtido a partir do campo de deslocamentos medido 
e o campo de esforço de corte a partir do campo de momentos igualmente medido. 
Para realizar este ensaio procedeu-se à instrumentação da viga simplesmente apoiada 
através da colocação de onze extensómetros eléctricos. O extensómetro eléctrico é um 
transdutor que permite localmente medir as deformações na superfície da estrutura por 
variação da sua resistência eléctrica. O valor do momento flector ao longo da viga é 
posteriormente obtido através das equações da elasticidade.  
Os onze extensómetros foram uniformemente distribuídos por pontos da malha de 
medição definida para a viga. As coordenadas da posição de cada um deles estão indicadas na 
tabela 6.5. 
 
Tabela 6.5- Posição dos extensómetros ao longo da viga simplesmente apoiada. 
Extensómetro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Posição (cm) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 
 
Na Fig. 6. 30 apresenta-se a montagem dos extensómetros na viga com as respectivas 
ligações eléctricas ao equipamento de medição. 
 
Fig. 6. 30 - Viga simplesmente apoiada instrumentada com extensómetros. 
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Os extensómetros eléctricos utilizados são da marca HBM modelo LY11-6/120 com a 
resistência de 120 Ω.  
 
Fig. 6. 31 - Extensómetro eléctrico colocado na viga e sua ligação eléctrica. 
Na ligação elétrica dos extensómetro utilizou-se a montagem em ponte de Wheatstone, 
com a ligação em quarto de ponte. Para conseguir um bom equilíbrio na ponte e de forma a 
evitar a interferência na medição da resistência dos cabos, a ligação dos extensómetros à 
ponte foi realizada com três fios, montados conforme o esquema representado na Fig. 6. 32. 
Fig. 6. 32 - Esquema eléctrico da ponte de Wheatstone com a ligação num quarto de ponte por três 
fios. 
Para a medição experimental da variação da resistência eléctrica dos extensómetros 
utilizou-se o equipamento de medição da HBM modelo Spider 8, visível à esquerda na 
imagem da Fig. 6. 30. Devido ao facto de neste circuito não se utilizarem extensómetros para 
a compensação da temperatura, a ligação do equipamento de medição foi antecipada em 24 
horas de modo a garantir uma maior estabilidade na medição. 
Com as condições definidas para este ensaio, idênticas às do Ensaio II, foi efectuado um 
conjunto de medições a uma frequência de amostragem de 250 Hz durante 10 s. Para 
aquisição da informação foi utilizado um módulo do programa comercial Catman cuja 




R4 Extensómetro R1 
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Fig. 6. 33- Interface do programa de aquisição e tratamento dos dados de extensometria. 
A amplitude da taxa de variação da tensão eléctrica em cada extensómetro foi 
determinada através da média do módulo dos máximos e mínimos consecutivos da resposta 
em cada extensómetro. 
O circuito eléctrico da ponte de Wheatstone, com ligação num quarto de ponte, permite 
relacionar a taxa de variação da tensão eléctrica ∆E/V com a taxa de variação da resistências 










A relação entre as deformações e a taxa de variação da resistência no extensómetro é 
definida pelo factor de sonda Sg, o qual apresenta o valor de 2.08 (valor anunciado pelo 
fabricante). O momento flector é obtido, de forma indirecta, por aplicação da lei de Hooke e 








=  (6.12) 
6.5.2.3.1 Análise e discussão de resultados 
Na Fig. 6. 34 representa-se a distribuição do momento flector na viga medido por 
extensometria. 
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Fig. 6. 34- Distribuição do momento flector na viga simplesmente apoiada. 
Para um estudo comparativo, é apresentado na Fig. 6. 35 o campo do momento flector 
medido por extensometria e o calculado analiticamente, e ainda os obtidos por derivação 
espacial do campo de deslocamentos medido no Ensaio II. Por um lado, verifica-se uma boa 
concordância entre o medido por extensometria e o analítico. Por outro lado, as distribuições 
de momento flector obtidas por derivação espacial, por diferenças finitas e por aproximação 
polinomial, embora evidenciem uma tendência para a distribuição analítica, apresentam 
perturbações que são mais relevantes junto dos apoios. Este resultado evidencia desde já que a 
fraca qualidade dos resultados do Ensaio II fica a dever-se ao processo de derivação espacial 
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Fig. 6. 35 – Campo de momentos flectores na viga simplesmente apoiada. 
Aplicando o método das diferenças finitas modificado ao campo deslocamentos medido 
no Ensaio II e ao campo de momentos flectores medido no Ensaio III, obteve-se, 
Polinómio de grau 10 Número de onda [0 25] Campo analítico Campo medido 
Campo de momento flector 
 Capítulo 6 - Determinação da Intensidade Estrutural por Via Experimental 
 Pág. 175 
respectivamente, o campo de rotações e o campo do esforço de corte. Com base nestes valores 
procedeu-se então ao cálculo da intensidade estrutural e do seu divergente cujos resultados se 
apresentam nas figuras Fig. 6. 36 e Fig. 6. 37. 






















Dif. finitas  
 
Fig. 6. 36 - Intensidade activa da viga simplesmente apoiada por diferenças finitas. 













Dif. finitas  
 
Fig. 6. 37 - Divergente da intensidade activa da viga simplesmente apoiada por diferenças finitas. 
A análise destes resultados revela uma melhoria muito significativa em relação aos 
resultados do Ensaio II, e ainda uma boa concordância entre os resultados obtidos neste ensaio 
combinado por via experimental e os analíticos. A distribuição do fluxo de potência apresenta 
um andamento muito próximo da solução analítica e o divergente identifica muito claramente 
a localização da fonte e do amortecedor. Aliás, observando individualmente as componentes 
da intensidade que resultam do momento flector e da rotação e do esforço de corte e do 
deslocamente, representadas na Fig. 6. 38, constata-se que cada uma delas revela uma boa 
concordância com a solução analítica. 
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A aplicação da metodologia da aproximação polinomial conduziu igualmente a uma 
melhoria substancial dos resultados em relação ao Ensaio II. Nas figuras Fig. 6. 39 e Fig. 6. 
40 apresenta-se a intensidade e o respectivo divergente, e na Fig. 6. 41 as componentes 
devidas ao momento flector e ao corte. 























Momento flector analítico    
Momento flector dif. finitas 
Esforço de corte analítico   
Esforço de corte dif. finitas
 
Fig. 6. 38 - Componentes da intensidade activa da viga simplesmente apoiada por diferenças 
finitas. 





















Sol. analítica   
Aprox. polinomial
 
Fig. 6. 39 - Intensidade activa da viga simplesmente apoiada por aproximação polinomial. 
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Aprox. polinomial
 
Fig. 6. 40 - Divergente da intensidade activa da viga simplesmente apoiada por aproximação 
polinomial. 























Momento flector analítico         
Momento flector aprox. polinomial 
Esforço de corte analítico        
Esforço de corte aprox. polinomial
 
Fig. 6. 41 - Componentes da intensidade activa da viga simplesmente apoiada por aproximação 
polinomial. 
Os resultados deste ensaio, combinando os campos de deslocamento e de momento 
flector medidos e envolvendo unicamente uma derivação espacial de ordem 1, mostram 
claramente que, a determinação da intensidade estrutural directamente a partir do campo de 
deslocamentos medido e recorrendo a uma derivação espacial de ordem 3 está associada a 
uma propagação de erro que pode conduzir a resultados muito pouco realistas. 
6.5.3 Viga bi-encastrada 
A montagem utilizada para a viga bi-encastrada está representada na Fig. 6. 42 onde é 
visível a localização da excitação e do amortecedor. Devido à elevada rigidez da montagem, 
optou-se por utilizar o amortecedor de óleo. A malha de medição para o campo de 
deslocamentos foi uniformemente distribuída ao longo da viga num total de 59 pontos 
espaçados de 20 mm. A excitação foi aplicada no ponto 19 (xp=360 mm), e o amortecedor no 
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ponto 36 (xc=700 mm). Para a medição do campo de deslocamentos utilizaram-se os dois 
transdutores já referidos, o transdutor laser e o acelerómetro piezo-eléctrico. 
No estudo da viga bi-encastrada realizaram-se vários ensaios a diferentes frequências de 
excitação. Como frequências de excitação seleccionaram-se as frequências de 15 Hz, inferior 
à primeira frequência natural, 25 Hz, entre a primeira e a segunda frequências naturais, e 60 
Hz, entre a segunda e a terceira. 
 
Fig. 6. 42 – Montagem da viga bi-encastrada. 
A parte experimental dos ensaios consistiu, basicamente, na medição da força 
harmónica aplicada e na medição da resposta pontual, em termos da velocidade ou aceleração, 
na forma de amplitude e fase à frequência fixa de excitação. Como tratamento da informação 
medida, os campos de resposta são devidamente integrados em função da variável tempo por 
forma a obter o campo de deslocamentos, a partir do qual se determina a intensidade 
estrutural ou fluxo de potência e o respectivo divergente. 
Para o conjunto de testes realizados, as condições de ensaio, como a amplitude da força, 
frequência de excitação e tipo de transdutor, estão apresentadas na tabela 6.6 






excitação [Hz] Tipo de transdutor 
1 3.38 25 vibrómetro laser 
2 2.55 15 vibrómetro laser 
3 2.93 15 vibrómetro laser 
4 2.91 15 acelerómetro piezo-eléctrico 
5 3.61 60 vibrómetro laser 
6 3.18 60 vibrómetro laser 
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6.5.3.1 Ensaio a 25 Hz 
No ensaio 1, a viga foi submetida a uma carga harmónica com um valor eficaz de 
3.38 N e de frequência igual a 25 Hz. A resposta foi medida em termos da velocidade através 
do transdutor laser, sendo o valor medido em cada ponto o valor médio de 50 amostras. 
A distribuição do campo de velocidades medido ao longo da viga, na forma de 






























Fig. 6. 43 - Amplitude e fase do campo de velocidades medido na viga bi-encastrada (25 Hz). 
A integração do campo de velocidades, de acordo com a expressão 6.1, conduz ao 
campo de deslocamentos que em seguida é processado para determinação da intensidade 
estrutural. 
6.5.3.1.1 Método da aproximação polinomial 
Numa primeira fase, aplicou-se ao campo de deslocamentos uma aproximação 
polinomial. Na Fig. 6. 44 representa-se o campo de deslocamentos medido 
experimentalmente, sob a forma de amplitude e fase, assim como a aproximação polinomial 
que melhor se lhe ajusta, polinómio de grau 12. 
Por derivação espacial, em ordem à variável x, da aproximação polinomial, obteve-se o 
campo de rotação na viga cuja distribuição se apresenta na Fig. 6. 45. 
Campo de velocidades – 25 Hz 





























































Fig. 6. 45 - Amplitude e fase do campo de rotação pelo método da aproximação polinomial 
(grau 12). 
O momento flector, proporcional à curvatura, determina-se pela segunda derivada 
espacial do campo de deslocamentos. Na Fig. 6. 46 representa-se a sua distribuição ao longo 
da viga. 
Campo de Deslocamentos – 25 Hz 
Valores medidos Polinómio de grau 12 
Campo de Rotações – 25 Hz 
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Campo de Momento Flector 
 
Fig. 6. 46 - Campo de momento flector pelo método da aproximação polinomial(grau 12). 
Na distribuição do momento flector refira-se que, apesar do seu valor máximo na 
extremidade x=0 da viga, o mesmo não se verifica na extremidade oposta l=x , onde 
apresenta uma “quebra” que o afasta do valor máximo e do modelo teórico. 
Quanto ao esforço de corte, este resulta da derivada do momento flector e corresponde, 
pois, à terceira derivada do campo de deslocamentos. A Fig. 6. 47 representa a sua 
distribuição ao longo da viga. Nesta representação do campo de esforço de corte não é visível 
a localização dos pontos de excitação e de amortecimento, através de duas descontinuidades 
correspondentes à presença de forças exteriores. Estes são mascarados pela amplitude elevada 
que se verifica ao nível dos apoios. 
O fluxo de potência ao longo da viga é representado pela componente real da expressão 
4.16, a qual se designa de intensidade activa. Na Fig. 6. 48 está representado o fluxo de 
potência entre a fonte de excitação e o amortecedor, e cujo valor máximo é de 0.13 W. 
Campo de m m nto flector – 25 Hz 
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Campo do Esforço de Corte 
 












1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59

















Fig. 6. 48 - Intensidade activa pelo método da aproximação polinomial (grau 12). 
Reportando-nos ao resultado analítico estabelecido no capítulo 4, verificamos que a 
distribuição da intensidade activa deveria aproximar-se mais de um patamar na zona 
compreendida entre a excitação e o amortecedor. Este desvio deve-se ao facto da aproximação 
polinomial ao campo de deslocamentos estar associada à eliminação de termos de ordem 
superior, os quais são essenciais para obter uma distribuição com forte gradiente na 
localização da excitação e do amortecedor. Por esta razão, o divergente calculado e 
representado na Fig. 6. 49 apresenta um desvio longitudinal na localização da excitação e do 
amortecedor, que aparecem mais próximos entre si do que se encontram na realidade. 
Campo do esforço de corte – 25 Hz 
Intensidade activa – 25 Hz 
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Fig. 6. 49 - Divergente do campo de intensidade activa da viga bi-encastrada por aproximação 
polinomial (grau 12). 
6.5.3.1.2 Método das diferenças finitas modificado 
Alternativamente ao método da aproximação polinomial, utilizou-se o método das 
diferenças finitas centrais modificado com aplicação de uma filtragem ao campo de 
deslocamentos medido. O filtro é realizado no domínio do número de onda através da 
transformada de Fourier do campo de deslocamentos medido, cujo espectro no domínio do 
número de onda vem representado Fig. 6. 50, onde se verifica serem os termos de ordem 
inferior os mais importantes para a constituição do campo de deslocamentos. Por esta razão, 
só foi considerada para análise a contribuição dos cinco primeiros termos como indicado na 
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Fig. 6. 50 - Representação no domínio do número de onda do campo de deslocamentos medido. 
Aplicando a transformada inversa de Fourier ao espectro filtrado no domínio do número 
de onda, obtém-se então o campo de deslocamentos filtrado que se representa na Fig. 6. 51. 
Pela análise da referida figura verifica-se existir uma boa concordância entre o campo de 
deslocamentos antes e após filtragem, registando-se neste caso um amaciamento da sua 
representação e a introdução de ligeiras perturbações na fase junto dos apoios. 
Divergente da intensidade activa – 25 Hz 
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Fig. 6. 51 - Amplitude e fase do campo de deslocamento antes e após filtragem. 
Com base no campo de deslocamentos filtrado e por aplicação do método das diferenças 































Fig. 6. 52 - Campo de rotação da viga bi-encastrada pelo método das diferenças finitas modificado. 
Comparativamente com o método da aproximação polinomial, verifica-se que ambos 
apresentam, em geral, um comportamento idêntico. Contudo, neste caso, os valores da rotação 
no encastramento são superiores, quando, efectivamente, até deveriam ser nulos. 
Campo de rotação – 25 Hz 
a po de deslocamentos – 25 Hz 
Valores medidos Após filtragem 
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Na distribuição do momento flector, representada na Fig. 6. 53, é visível a tendência de 
aumento nas extremidades da viga, sendo, porém, abruptamente interrompida junto dos 































Fig. 6. 53 - Campo do momento flector da viga bi-encastrada pelo método das diferenças finitas 
modificado. 
O esforço de corte está relacionado com a terceira derivada do campo de deslocamentos 
e está representado na Fig. 6. 54. A presença das forças exteriores continua a não se 
manifestar na distribuição do esforço de corte, facto este que agora poderá estar relacionado 
com a eliminação dos termos de ordem superior. 
Campo de momento flector – 25 Hz 
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Campo do Esforço de Corte 
 
Fig. 6. 54 – Campo de esforço de corte da viga bi-encastrada pelo método das diferenças finitas 
modificado. 
O fluxo de potência representado na Fig. 6. 55 apresenta uma forma bastante próxima 
da obtida pelo método anterior. No entanto, a localização da excitação surge deslocada e o 
fluxo de potência apresenta um valor máximo de 0.15 W, que é ligeiramente superior ao valor 
obtido pelo método do polinómio (0.13 W). Porém, também neste caso, a distribuição do 
fluxo de potência não corresponde à obtida pelo modelo analítico, apesar de aparecer bem 


























Fig. 6. 55 - Distribuição da intensidade activa da viga bi-encastrada pelo método das diferenças 
finitas modificado. 
Intensidade activa – 25 Hz 
Campo de esf rço de c rte – 25 Hz 
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6.5.3.1.3 Análise e discussão de resultados 
Para melhor poder avaliar a metodologia utilizada, far-se-á a seguir uma comparação 
entre os resultados obtidos por via experimental e através do modelo analítico. 
Pela inspecção da Fig. 6. 56 verifica-se existir uma boa concordância entre os campo de 
deslocamentos medido e calculado, quer ao nível da amplitude quer ao nível da fase, apesar 




























Fig. 6. 56 - Campo de deslocamentos teórico e experimental. 
Em relação ao campo de rotação, na Fig. 6. 57, no modelo teórico a amplitude é 
globalmente superior à obtida por via experimental. Porém, em termos de influência no 
cálculo da intensidade estrutural, refira-se que no modelo teórico verifica-se uma rotação nula 
nos apoios, ao contrário dos modelos experimentais, sendo o método das diferenças finitas o 
que apresenta maiores desvios. Quanto à fase, as diferenças são quase imperceptíveis, sendo 
de registar um pequeno desvio nos encastramentos. 
Valores experimentais Teórico 
Campo de deslocamentos – 25 Hz 
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Campo de Rotações 
Modelo teórico Método Polinómio Método Diferenças Finitas 
Modelo Experimental 
 
Fig. 6. 57 - Campo de rotação do modelo teórico e do modelo experimental. 
Para o campo do momento flector, representado na Fig. 6. 58, regista-se uma 
acentuação das discrepâncias nas regiões do encastramento, da fonte de excitação e do 
amortecedor. No entanto, é ao nível dos apoios que as diferenças são mais relevantes. Ao 
nível da excitação e do amortecedor verifica-se um amaciamento do campo de momento 
flector no modelo experimental. Este aspecto deve-se ao facto de quer na aproximação 
polinomial quer no método das diferenças finitas com filtragem se verificar a eliminação de 
termos de ordem superior essenciais para uma perfeita definição das descontinuidades locais 
que surgem na distribuição teórica. Para a fase verifica-se existir uma boa concordância entre 
o modelo teórico e os modelos experimentais, embora no método das diferenças finitas a 
mudança de fase apareça um pouco deslocada. 
Campo de rotaçã  – 25 Hz 
 l  t i Método do polinómio Método das difere ç  finitas 
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Fig. 6. 58 - Campo de momento flector do modelo teórico e do modelo experimental. 
À medida que se vai procedendo à derivação espacial do campo de deslocamentos, as 
diferenças têm vindo a acentuar-se, e são agora bem notórias no campo de esforço de corte 
apresentado na Fig. 6. 59, onde se pode observar um comportamento bem distinto entre o 
modelo teórico e os modelos experimentais, particularmente agravado ao nível dos apoios. 
Assim, aparece evidente que ligeiras discrepâncias ao nível do campo de deslocamentos 
propagam-se e acentuam-se com o cálculo da derivada espacial, muito em particular junto aos 
apoios. 
Modelo teórico Método do polinómio Método das diferenças finitas 
Modelo experimental 
Campo de momento flector – 25 Hz 





























Fig. 6. 59 - Campo do esforço de corte do modelo teórico e do modelo experimental. 
A análise comparativa da representação do fluxo de potência, Fig. 6. 60, revela que, 
globalmente, ambos os modelos experimentais apresentam um comportamento idêntico, 
embora distinta da fornecida pelo modelo teórico. Contudo, o método da aproximação 
polinomial conduz, neste caso, a uma distribuição do fluxo de potência que se considera estar 

























Fig. 6. 60 - Campo de intensidade activa pelo modelo teórico e pelo modelo experimental. 
Na tabela 6.7 estão apresentados os valores das componentes da potência para o modelo 
teórico e para o modelo experimental. A análise dos valores tabelados permite verificar que os 
valores dos dois modelos são análogos, em particular a potência activa, e que o factor de 
Campo do esforço de corte – 25 Hz 
Modelo teórico Método do polinómio Método das diferenças finitas 
Modelo experimental 
Modelo teórico Método do polinómio Método das diferenças finitas 
Modelo experimental 
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potência apresenta um valor elevado correspondendo a uma eficiência elevada do sistema 
para as condições do ensaio. 
 
Tabela 6.7 – Potência na viga bi-encastrada calculada a partir do modelo teórico e 
experimental. 











+3.6734e-004i 0.1138 -8.78E-04 0.9923 
Experimental 3.38 
4.7781e-002 -
1.3347e-003i 0.1142 -3.19E-03 0.9728 
 
6.5.3.2 Ensaios a 15 e a 60 Hz – Análise e discussão de resultados 
Conforme foi referido no início do estudo da viga bi-encastrada, realizaram-se um 
conjunto de ensaios cujas condições estão indicadas na tabela 6.6. Para realizar um estudo 
comparativo dos diferentes ensaios, estes foram agrupados de acordo com a frequência de 
excitação. 
Para os três ensaios realizados à frequência de 15 Hz, apresenta-se nas Fig. 6. 61 e Fig. 
6. 62 o fluxo de potência do modelo teórico e o determinado pelo método da aproximação 
polinomial e pelas diferenças finitas modificado. A distribuição ao longo da viga e a diferença 
entre o modelo teórico e os experimentais são idênticas ao caso correspondente à frequência 
de 25 Hz. Porém, verifica-se também que nos modelos experimentais o fluxo de potência é 
inferior ao teórico. Este aspecto poderá dever-se ao facto do amortecedor, a 15 Hz, introduzir 
alguma rigidez no sistema, o que aparentemente é confirmado pela menor amplitude de 
vibração. Os respectivos campos de deslocamento, de rotação e de esforços para este conjunto 

























Fig. 6. 61 - Campo de intensidade activa da viga bi-encastrada nos ensaios a 15 Hz 
 (método da aproximação polinomial). 
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Fig. 6. 62 - Campo de intensidade activa da viga bi-encastrada para os ensaios a 15 Hz 
(método das diferenças finitas modificado). 
Para o grupo de testes a 60 Hz, as Fig. 6. 63 e Fig. 6. 64 representam a distribuição do 
fluxo de potência na viga bi-encastrada para o modelo teórico e para os modelos 
experimentais. Ao contrário dos testes anteriores, neste caso é muita fraca a correlação entre o 
resultado teórico e os resultados experimentais, revelando o método das diferenças finitas um 
























Fig. 6. 63 - Campo de intensidade activa da viga bi-encastrada para os ensaios a 60 Hz 
(método da aproximação polinomial). 
Fluxo de potência a 60Hz 
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Fig. 6. 64 - Campo de intensidade activa da viga bi-encastrada para os ensaios a 60 Hz 
(método das diferenças finitas modificado). 
Nos ensaios realizados a 15 Hz verifica-se que a distribuição do fluxo de potência, 
apesar do desvio para a teórica, assume uma configuração enquadrada pela fonte e pelo 
amortecedor. No entanto, o comportamento não é similar nos ensaios a 60 Hz, onde a 
distribuição do fluxo se prolonga para além desta região, em particular na zona de localização 
do amortecedor. Esta diferença de comportamento poderá ser explicada pela alteração no 
espectro do campo de velocidades a 15 Hz e a 60 Hz e que se representam na Fig. 6. 65. Com 
efeito, verifica-se que nos ensaios a 60 Hz o espectro do campo de velocidades no domínio do 
número de onda apresenta uma distribuição mais homogénea do que a 15 Hz, onde são os 
termos de mais baixa ordem que assumem maior preponderância. Neste caso, os termos mais 
significativos são facilmente isolados através da aplicação de um filtro. Este motivo contribui 
para o maior desvio verificado nos ensaios a 60 Hz, quer em termos do valor máximo do 

















Fig. 6. 65 - Espectro no domínio do número de onda do campo de velocidades a 15 e a 60 Hz. 
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6.5.4 Comentários 
A determinação da intensidade estrutural a partir do campo de deslocamentos medido 
por derivação espacial que vai até à ordem 3 demonstrou produzir resultados aquém do 
esperado. Nos diferentes ensaios realizados à viga simplesmente apoiada e à viga 
bi-encastrada, o campo de intensidade estrutural determinado por via experimental apresenta 
perturbações de configuração relativamente à solução analítica. Com a realização do 
Ensaio III na viga simplesmente apoiada, mostrou-se que uma das causas está relacionada 
com a derivação espacial do campo de deslocamentos medido e que, naturalmente, se 
encontra afectado pelo “ruído da medição”. Na Fig. 6. 66 pode observar-se a representação no 
domínio do número de onda do campo de deslocamento analítico e medido. Na banda dos 
termos de baixa ordem verifica-se um “alinhamento” entre os dois campos, enquanto que para 
os termos de ordem mais elevada são visíveis as perturbações do campo medido. 












Dif. finitas  
 
Fig. 6. 66 - Campo de deslocamentos analítico e medido no domínio do número de onda. 
Com efeito, as sucessivas derivadas do campo de deslocamentos, que se traduzem num 
aumento do “peso” dos termos de ordem mais elevada, propagam e amplificam as 
perturbações associadas a estes termos e que, à partida, são as que apresentam maiores 
desvios. Este efeito é visível na representação no domínio do número de onda do campo de 
rotação, de momento flector e de esforço de corte que se apresentam nas figuras seguintes. 
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Fig. 6. 67 - Campo de rotação no domínio do número de onda. 
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Fig. 6. 68 - Campo de momento flector no domínio do número de onda. 











Dif. finitas  
 
Fig. 6. 69 - Campo de esforço de corte no domínio do número de onda. 
Da análise comparativa entre a representação dos diferentes campos obtidos por 
derivação espacial sucessiva do campo de deslocamentos medido conclui-se, assim, que o 
erro se propaga e é mais acentuado nos termos de ordem superior. 
Os resultados obtidos mostram também que a filtragem associada às duas metodologias 
utilizadas no âmbito deste trabalho, o filtro no domínio do número de onda e a filtragem 
intrínseca da aproximação polinomial, somente aplicada ao campo de deslocamentos, pode 
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não ser suficiente em determinadas condições para a obtenção de resultados realistas ao nível 
da intensidade estrutural e do seu divergente. 
Em síntese, através desta análise verifica-se que o “ruído da medição” influencia de 
forma preponderante os resultados finais da determinação da intensidade estrutural por via 
experimental. A aplicação de filtros permite eliminar componentes do “ruído da medição”. 
Porém, as componentes da informação, em particular as de ordem mais elevada no domínio 
do número de onda, e as componentes do “ruído da medição” de alta frequência são 
indissociáveis, pelo que a filtragem pode conduzir à eliminação de componentes da 
informação que são relevantes para o cálculo da intensidade estrutural, nomeadamente através 
das derivadas de ordem mais elevada. Deste modo, o processo de filtragem deve resultar de 
um compromisso entre os termos do campo de deslocamentos a desprezar e as componentes 
do “ruído da medição” a eliminar, o qual conduz a um processo iterativo e heurístico em que, 
por vezes, é difícil a selecção do filtro mais adequado. 
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7.1 Conclusão 
Neste último capítulo pretende-se, de uma forma geral, apresentar as conclusões 
retiradas após o desenvolvimento deste trabalho de dissertação. 
De um modo global, ao longo deste trabalho ficou demonstrado o interesse da 
intensidade estrutural na caracterização e na identificação da trajectória do fluxo de energia 
vibratória numa estrutura. Igualmente interessante é o conhecimento da localização das fontes 
e dos dissipadores de energia, através do divergente da intensidade estrutural, numa 
perspectiva de controlo de vibrações em estruturas. 
Como conclusões mais específicas, a realização deste trabalho conduziu a uma 
formulação consistente para a intensidade estrutural em vigas e placas em regime estacionário 
harmónico. A formulação é estabelecida em termos dos campos de deslocamento e/ou 
velocidade e dos respectivos esforços internos dinâmicos. Através de modelos analíticos, 
modelos numéricos e modelos experimentais comprovou-se a aplicabilidade da formulação 
estabelecida na determinação do fluxo de potência e na localização das fontes e dissipadores 
de energia em regime estacionário harmónico. 
A resolução analítica do modelo, exprimindo os campos de resposta e de esforços 
internos por expansão modal revelou a necessidade de incluir uma base alargada de modos 
naturais de vibração, de modo a representar de forma precisa os esforços internos e, em 
consequência, a intensidade estrutural e o seu divergente. No caso particular da placa 
simplesmente apoiada, a correcta definição da trajectória do fluxo de potência e da 
localização da fonte e do dissipador de energia requereu uma sobreposição modal com base 
numa matriz de 20x20 modos naturais de vibração. 
A resolução numérica do modelo estabelecido por recurso ao método dos elementos 
finitos, adoptando um procedimento directo de determinação do campo de resposta, isto é, 
directamente a partir do modelo espacial, revelou-se muito precisa na determinação da 
intensidade estrutural e do seu divergente. O algoritmo implementado constitui uma 
ferramenta de análise da intensidade estrutural aplicável a vigas de geometria complexa ou a 
estruturas reticuladas. O procedimento desenvolvido pode ser generalizado e implementado 
para a determinação da intensidade estrutural em placas. 
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Quanto à determinação da intensidade estrutural por via experimental, foram utilizados 
dois algoritmos distintos para processamento e derivação espacial dos campos de 
deslocamento e/ou velocidade medidos. Um dos algoritmos é baseado no ajustamento 
polinomial e o outro no método das diferenças finitas, ao qual se lhe associa um espelho na 
fronteira e uma pré-filtragem no domínio do número de onda. 
Os resultados obtidos para a intensidade estrutural e para o seu divergente nos ensaios 
realizados com a viga simplesmente apoiada e com a viga bi-encastrada permitiram, em geral, 
identificar a distribuição da intensidade estrutural e a localização da fonte e do dissipador de 
energia vibratória. Efectivamente, verificou-se uma boa concordância entre os resultados 
experimentais e os previstos analiticamente, quer ao nível da potência injectada no sistema e 
da respectiva distribuição do fluxo de potência, quer ao nível da localização da fonte e do 
dissipador de energia, não obstante algumas dificuldades experimentadas para garantir a 
estacionariedade de funcionamento do amortecedor e da fase da resposta. Estes resultados 
revelaram, igualmente, uma melhor aptidão da técnica das diferenças finitas modificada na 
derivação espacial dos campos de resposta medidos para a obtenção dos respectivos esforços 
internos. Refira-se, ainda, a grande sensibilidade evidenciada pela intensidade estrutural com 
a fase da resposta. 
Porém, nalguns ensaios, a determinação da intensidade estrutural a partir do campo de 
deslocamentos medido por derivação espacial, que vai até à terceira ordem, demonstrou 
produzir resultados aquém do esperado. Com efeito, o campo de intensidade estrutural 
determinado por via experimental pode apresentar perturbações de configuração relativamente 
à solução analítica. Através de um ensaio específico, que envolveu a medição e o 
processamento combinado dos campos de deslocamento e de momento flector, mostrou-se 
que uma das causas, eventualmente a principal, está relacionada com a derivação espacial do 
campo de deslocamentos medido e que se encontra afectado pelo “ruído” de medição 
intrínseco. Com efeito, as sucessivas derivadas espaciais do campo de deslocamentos, que se 
traduzem num aumento do “peso” dos termos de ordem mais elevada numa representação no 
domínio do número de onda, propagam e amplificam as perturbações associadas a estes 
termos que são os mais contaminados pelo “ruído” de alta frequência presente na medição. Os 
resultados obtidos mostram que a filtragem associada às duas técnicas utilizadas no âmbito 
deste trabalho, o filtro no domínio do número de onda e a filtragem intrínseca da aproximação 
polinomial, somente aplicada ao campo de deslocamentos, pode não ser suficiente em 
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determinadas condições para a obtenção de resultados realistas ao nível da intensidade 
estrutural e do seu divergente. 
Em síntese, os resultados da intensidade estrutural e do seu divergente, obtidos por via 
experimental, revelam que o “ruído” da medição influencia de forma preponderante os 
resultados finais da determinação da intensidade estrutural. A aplicação de filtros permite 
eliminar componentes do “ruído” da medição. Porém, as componentes da informação, em 
particular as de ordem mais elevada no domínio do número de onda, e as componentes do 
“ruído” da medição de alta frequência são indissociáveis, pelo que a filtragem pode conduzir à 
eliminação de componentes da informação que são relevantes para o cálculo da intensidade 
estrutural, nomeadamente através das derivadas de ordem mais elevada. Deste modo, o 
processo de filtragem deve resultar de um compromisso entre os termos do campo de 
deslocamentos a reter, porque são importantes para a representação dos esforços internos, e as 
componentes do “ruído” da medição a eliminar, o qual conduz a um processo iterativo e 
heurístico em que, por vezes, é difícil a selecção da banda do filtro mais adequado. 
7.2 Proposta de trabalhos futuros 
O trabalho desenvolvido nesta dissertação revelou algumas dificuldades inerentes ao 
processo de determinação da intensidade estrutural por via experimental, demonstrando a 
necessidade de um trabalho contínuo e perseverante nesta área para assim poderem ser 
ultrapassadas as limitações evidenciadas. A título de exemplo, são citados alguns aspectos de 
interesse para trabalhos futuros: 
• Estudo e desenvolvimento técnicas de derivação espacial menos sensíveis ao 
“ruído” da medição presente no campo de resposta medido, como por exemplo, a 
técnica de derivação no domínio do número de onda; 
• Medição do campo de deslocamentos através da técnica ESPI no modo da dupla 
exposição. Esta técnica permite medir de forma quase instantânea e global o campo 
de deslocamentos numa superfície, garantindo-se desta forma as condições de 
estacionariedade de funcionamento e uma elevada resolução geométrica; 
• Desenvolvimento de um sistema integrado de medição automática da vibração numa 
superfície, constituído por um computador, um analisador, um dispositivo de 
varrimento e um transdutor laser. O computador é utilizado para o controlo dos 
vários equipamentos e para o armazenamento e processamento da informação. O 
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funcionamento passa por, numa primeira fase, definir os contornos da superfície a 
analisar, seguindo-se-lhe a discretização da malha de medição. Numa segunda fase, 
procede-se à medição propriamente dita, em que a informação resultante da medição 
num ponto é descarregada no computador, após o que este dá ordem para que o 
sistema de varrimento se reposicione num novo ponto da malha de medição. A 
automatização do procedimento de medição permite, entre outros aspectos, medir o 
campo de resposta com uma elevada resolução geométrica, garantindo-se uma 
melhor definição para a distribuição da intensidade estrutural e para o seu divergente 
na localização da fonte e do dissipador de energia. Na figura 7.1 esquematiza-se uma 
solução para o sistema integrado para a medição automática de vibrações numa 
superfície.  
Transdutor Laser Controlo do Transdutor 
Laser 
Analisador dinâmico de sinal  













Fig.7. 1- Representação do sistema automático de medição da vibração numa superfície. 
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A.1 - Introdução 
O vibrómetro laser é um transdutor óptico que permite medir pontualmente o 
deslocamento relativo e/ou a velocidade em superfícies animadas de movimento na direcção 
paralela ao do sensor. O sensor, elemento óptico do sistema, é constituído por uma fonte de 
luz coerente, laser, e um interferómetro óptico. 
A.1.1 - Interferómetro de Mach-Zehnder 
Na figura A.1 representa-se o diagrama do interferómetro óptico de Mach-Zehnder 




















Fig. A.1- Diagrama do interferómetro óptico de Mach-Zehnder modificado. 
No interferómetro Mach-Zehnder modificado o feixe laser é divido em duas partes 
iguais pelo divisor de feixes BS1, o feixe objecto e o feixe referência. O feixe objecto incide 
directamente sobre a superfície de medição, enquanto que o feixe de referência segue um 
percurso distinto, onde sofre uma modelação em frequência fB, para posteriormente ser 
recombinado com o feixe objecto reflectido pela superfície. Da interferência dos dois feixes, 
em BS3, resulta uma recombinação construtiva ou destrutiva na intensidade da luz. Esta é 
registada por dois fotodetectores D1 e D2, colocados segundo o esquema acima indicado, 
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sendo o seu sinal convertido num sinal eléctrico e processado pelo equipamento de 
electrónica. 
A.1.2 - Medição por efeito de Doppler 






=   (A.1) 
em que A representa a amplitude e ω a frequência angular. 
Retomando a montagem do interferómetro Mach-Zehnder modificado, verifica-se que o 
feixe laser ao é dividido em partes iguais, o feixe objecto aobjecto e o feixe referência areferência. 
Pelo facto dos dois feixes percorrerem caminhos distintos aquando da sua combinação 
apresentam diferentes fases. Para determinar o sentido do movimento da superfície, o feixe 
referência sofre uma modulação de fase em rádio frequência fB ao passar pela célula de Bragg. 













  (A.3) 






  (A.4) 
e em que λ é o comprimento de onda da luz emitida pelo laser. 
A intensidade de luz medida no fotodectector é o resultado da combinação do feixe de 
referência areferência com o feixe objecto aobjecto, em que a intensidade de luz medida I é 
definida como o quadrado da amplitude do feixe, *aaI ⋅= . 
 objectoreferênciatotal aaa +=   (A.5) 
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Após a interferência dos dois feixes, a intensidade luminosa medida em cada 










2D θ−θ+pi+= f   (A.7) 
Para um movimento da superfície com velocidade constante V, o espaço percorrido pela 
superfície escreve-se: 
 t.VL =   (A.8) 
Deste modo, a diferença de fase que ocorre aquando da interferência dos dois feixes é 
definida como: 
 t2Vt2.2 D12 fpi=λ
pi
=θ−θ=θ∆   (A.9) 
onde fD é a denominada frequência de Doppler.  





















































  (A.11) 
Desta forma, a partir da medição da intensidade luminosa obtém-se a amplitude do 
movimento da superfície e a direcção é determinada pela variação da sua frequência, a qual é 
superior à frequência fB quando a superfície se aproxima do transdutor, e é inferior quando a 
superfície se afasta do transdutor. 
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B.1 - Introdução 
Os apoios são elementos estruturais utilizados na implementação das diferentes 
condições de fronteira, apoio simples, apoio duplo e encastramento. Com efeito, estes devem 
possuir elevada rigidez de modo a garantir a restrição de movimento nas direcções 
pretendidas. Neste sentido, procedeu-se ao seu dimensionamento tendo em consideração o 
tipo de ligação da estrutura e a fixação do apoio. A partir destas condições, definiu-se uma 
geometria para o apoio na forma de L, com 150 mm de altura e 90 mm de largura. 
B.2 - Dimensionamento  
Para o dimensionamento do apoio considerou-se inicialmente uma viga equivalente em 
Aço CK45 montada em consola e carregada na extremidade com 250 N.  









Fig. B.1- Viga em consola carregada na extremidade. 







=δ   (B.1) 























  (B.2) 
em que a espessura adoptada é 30 mm. 
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Para permitir a fixação do apoio à mesa óptica foi acrescentada à base um elemento com 
a mesma secção resistente da viga, formando, assim, um apoio com a forma em L, o qual foi 







Fig. B.2- Apoio na forma de L nervurado 
Para a nova geometria do apoio calcula-se igualmente a flecha máxima na secção de 

















Fig. B.3- Secção de menor resistência do apoio. 
A flecha máxima é determinada a partir da expressão B.1, em que o momento de inércia 









  (B.3) 
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B.2.1 - Fixação dos apoios 
A fixação dos apoios à mesa óptica é realizada por intermédio de uma ligação 
aparafusada ao longo da base. Para garantir o bom encastramento do apoio são utilizados 12 
parafusos M6 igualmente espaçados.  
A base dos apoios está submetida simultaneamente a um esforço de flexão e a um 
esforço de corte.  
O momento flector e o esforço de corte produzidos na base do apoio valem: 
• momento flector: Nm5.37P*bM base == ; 
• força de corte: F=250 N. 
B.2.1.1 Cálculo do pré-esforço em cada parafuso 
Para garantir uma boa fixação do apoio à mesa óptica é necessário aplicar um 




65 mm φ6 
δ 1l
 
Fig. B.4 – Deformação dos apoios. 
A presença de uma força de corte na base do apoio obriga à aplicação de um pré-esforço 










  (B.4) 
Quanto ao momento flector, provoca na base uma deformação máxima δ que deve ser 
eliminada pela aplicação de um pré-esforço aos parafusos. A deformação máxima da base é 
determinada pela seguinte expressão: 
















  (B.5) 
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O pré-esforco total em cada parafuso é a combinação do pré-esforço devido ao corte e 
do pré-esforço devido ao momento flector. 
 N670FFF flexãoesforçopre
corte
esforçopreesforçopre =+= −−−   (B.7) 
B.2.1.2 - Verificação da segurança dos parafusos de acordo com o REAPE 
Νοs parafusos é verificada a segurança à tracção e ao esmagamento por corte de acordo 
com o regulamento de segurança REAPE. Deste modo, procedeu-se à verificação da sua 












=σ   (B.8) 
 Corte  MPa420*7.0MPa8.0
A
F
cedência =σ<==σ   (B.9) 
De acordo com o regulamento de segurança REAPE, verifica-se que as tensões nos 
parafusos são inferiores aos limites máximos de segurança.  
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B.3 – Desenho de definição 
 
 
Fig. B.5 – Desenho de definição dos apoios. 
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C.1 – Introdução 
A intensidade estrutural experimental é obtida através do campo de deslocamentos e/ou 
velocidades medido experimentalmente e, por sua derivação espacial, do respectivo campo de 
rotação, de momento flector e de esforço de corte. A derivação espacial é um aspecto 
influente na propagação do ruído de medição de alta frequência. Torna-se, por isso, necessário 
realizar uma análise à propagação do ruído de medição com diferentes métodos de derivação. 
A análise a seguir apresentada reflecte a preocupação e o cuidado a colocar na derivação 
espacial dos dados experimentais. A índole destes dados conduz, inevitavelmente, à sua 
afectação por erros de medição. 
C.2 – Cálculo da derivada espacial  
Na análise apresentada utilizaram-se como métodos de derivação o método das 
diferenças finitas, o método das diferenças finitas modificado e o método de aproximação 
polinomial. O método das diferenças finitas, aqui designado por modificado, difere do método 
das diferenças finitas clássico pelo facto de se criar um espelho da função na fronteira do seu 
domínio e ainda pelo facto de se aplicar uma pré-filtragem à função no domínio do número de 
onda, pretendendo-se com isso melhorar o desempenho desta técnica no cálculo das 
derivadas. 
Com efeito, a análise comparativa destes métodos consistiu no cálculo da derivada 
espacial até à terceira ordem, conforme é necessário para processamento dos dados 
experimentais. A função utilizada para a derivação é uma combinação linear de funções 
trigonométricas à qual foi acrescentado um termo aleatório que pretende simular, de alguma 
forma, o ruído presente na medição experimental. A função utilizada para esta análise é 






















Na figura C.1 representa-se a função F(x) com e sem ruído. Pela análise gráfica da 
figura verifica-se que as diferenças entre as duas funções, com ruído e sem ruído, são quase 
imperceptíveis. Por esta razão, a componente do ruído tem efectivamente pouco significado 
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para a representação da função. Porém, a sua influência e propagação no processo de 
derivação espacial é relevante. 














Fig. C.1- Representação da função utilizada na derivação com e sem ruído. 
Na figura C.2 representa-se a primeira derivada espacial da função F(x) pelo método das 
diferenças finitas, aproximação polinomial e diferenças finitas com espelho, e ainda a solução 
analítica. 














Solução analítica             
Diferenças finitas centrais   
Aproximação polinomial        
Diferenças finitas com espelho
 
Fig. C.2- Representação da primeira derivada espacial da função F(x). 
Na primeira derivada espacial verifica-se que os diferentes métodos têm um 
desempenho quase perfeito quando comparados com a solução analítica. No entanto, a 
derivada fornecida pela aproximação polinomial apresenta ligeiros desvios nas extremidades 
do domínio da função. 
Na figura C.3 representa-se a segunda derivada espacial da função F(x) obtida pelos 
diferentes métodos e a respectiva solução analítica. 
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Diferenças finitas centrais   
Aproximação polinomial        
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Fig. C.3- Representação da segunda derivada espacial da função F(x). 
Para a segunda derivada espacial, o método das diferenças finitas e o método das 
diferenças finitas com espelho são os que, globalmente, apresentam melhor comportamento, 
não obstante o método da aproximação polinomial apresentar, com a excepção das 
extremidades, um comportamento mais próximo da solução analítica. Os desvios verificados 
nas extremidades da segunda derivada pelo método da aproximação polinomial são o 
resultado da propagação e amplificação dos erros já antes verificados na primeira derivada. 
Na figura C.4 representam-se os resultados para a terceira derivada da função F(x). 














Solução analítica             
Diferenças finitas centrais   
Aproximação polinomial        
Diferenças finitas com espelho
 
Fig. C.4- Representação da terceira derivada espacial da função F(x). 
Para a terceira derivada espacial verifica-se existir uma maior perturbação no 
andamento da função pelo método das diferenças finitas. Aliás, esta perturbação tem vindo a 
propagar-se e a amplificar-se. No entanto, é o método das diferenças finitas com espelho que 
apresenta, globalmente, o melhor comportamento. Quanto ao método da aproximação 
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polinomial, este apresenta igualmente na terceira derivada um bom comportamento, à 
excepção das extremidades, onde é evidente a consequência da propagação e amplificação dos 
desvios verificados nas derivadas anteriores. 
Para melhorar o desempenho dos vários métodos, foi aplicado um filtro no domínio do 
número de onda à função original F(x), por forma a incluir os termos mais importantes da 
função e a eliminar uma parte substancial do ruído de alta frequência.  
Na figura C.5 representa-se a terceira derivada espacial obtida após aplicação de um 
filtro à função F(x) no domínio do número de onda. 














Solução analítica            
Diferenças finitas centrais  
Aproximação polinomial       
Diferenças finitas modificado
 
Fig. C.5- Representação da terceira derivada espacial da função F(x) de pois de aplicado o filtro à 
função F(x). 
Por comparação com o resultado anterior, figura C.4, verifica-se uma melhoria 
significativa nos resultados fornecidos pelos método das diferenças finitas. Porém, esta 
melhoria não se verifica com o método de aproximação polinomial. 
C.3 – Conclusão 
De entre as técnicas de derivação espacial ensaiadas, a técnica das diferenças finitas 
modificada apresenta, globalmente, o melhor comportamento. Quanto ao método da 
aproximação polinomial, este apresenta, com a excepção dos desvios propagados e 
amplificados nas extremidades do domínio da função, um bom comportamento. 
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